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Exposer les principes fondamentaux de îa Méca^ 
nique céleste à l'aide de démonstrations assez simples 
pour être introduites dans l'euseignement supérieur» 
tel est le but que je me suis proposé dans cet Ouvrage,* 
dont ridée première m*a été suggérée par les leçons 
que j'ai professées à la Faculté des Sciences de Besan- 
çon, de i855 à 1860. 

Les deux premiers chapitres sont consacrés à l'étude 
du mouvement des centres de gravité des corps qui 
constituent le système solaire. Dans la première ap- 
proximatioii de ce mouvement, les seules choses sail- 
lantes que j'aie à mentionner sont les méthodes de 
Gauss pour le calcul des éléments elliptiques des 
planètes et des comètes, méthodes qui , malgré leur 
fréquente application, ne sont indiquées ni dans ia 
Mésaniquecéieste de Laplace, ni dans V Exposition anor 
lytique du système du monde de M. de Pontécoulant. 
Quant à la question des perturbations, qui, par sa na- 
ture même, est essentiellement un problème d'Analyse, * 
où la Géométrie ne peut pas intervenir d'une manière 
bien utile, je l'ai traitée, comme on le fait habituelle- 
ment, en faisant Tapplication de la méthode de la 
variation des constantes arbitraires. C'est surtout dans 
ce cas spécial que Ton reconnaît ia haute ini[tortanC'e 
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de cette méthode, due % Tillostre Lagrange. J'ai cra 

devoir en ouUe indiquer en Note, à la fin du volume, 
l'application que Von peut faire du théorème d'Ha- 
niilton et de lacobi pour arriver au même résultat. 

Dans le chapitre relatif aux attractions des sphé- 
roïdes, jai pu introduire quelques derooDstrations 
géométriques qui, je pense, apporteront un peu de 
clarté sur différents points importants de cette partie 
de la Mécanique céleste. Deux intégrations par parties 
ni*ont permis de démontrer à priori la convergence 
du développement en fonctions sphériques dans les 
cas douteux auxquels La place ne s'est pas arrêté. Pour 
la détermination de la forme de ces fonctions, j'ai 
employé la méthode de Jacobi, qui est Tune des plus 
élégantes et des plus simples. 

Parmi les questions traitées dans le chapitre relatif 
à la figure des planètes, je citerai Tellipsoide a trois 
axes inégaux de Jacobi ; la discussion des équations 
qui en résultent, de M. Meyer, complétée et modifiée 
, par M. Liouville; l'hypr^thèse de M. Roche sur la va- . 
riation de la densité dans Tiatérieur de la Terre; enfin 
le théorème de M. Liouville sur la stabilité de l'équi- 
libre d'une masse fluide animée d*un mouvement de 
rotation, dont j'ai donné une démonstration géomé- 
trique et que j'ai ensuite appliqué à la stabilité de 
l'équilibre des mers. 

Les propriétés, dues à Laplace, des lignes géodé- 
siques tracées sur la sur face des sphéroïdes, ont été 
déduites de considérations géométriques sur le mou- 
vement d'un point. 

Dans le chapitre où je m'occupe des atmosphères 
des corps célestes, j'ai cru devoir emprunter à M. Roche 
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des considérations qui, en tenant compte de l'hypo- 
thèse de la force répulsive imaginée par M, Faye, per^ 
mettent d'expliquer ,ia forme des comètes. 

Je suis parvenu k simplifier notablement la mise en 
équations du mouvement oscillatoire de la mer et de 
ratmosphère» la théorie du mouvement des corps cé- 
lestes autour de leur centre de gravité. Je termine 
enfin par deux études intéressautea au point de vue 
de la partie pliilosopliique de la géologie, Tune sur 
la chaleur centrale de la Terre, et l'autre sur Téqui- 
libre d'élasticité d'une croûte planétaire» question 
pour laquelle j'ai fait usage de la belle méthode d'in- 
tégration de M. Lamé. 

Tel est l'exposé sommaire des parties caractérifr- 
tiquesde cet Ouvrage qui, j'ose l'espérer» atteindra le 
but que je me suis proposé. 
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CHAPITRE PREMIER, 

PRËMIËRË APPROXIMATION DU MOUVEMENT 

DES PLANÈTES. 



g I. — Du MOUVEMERT.ELLIPTIQVE DBS PLÂStETBS. 

1 . — Lois de Képler. — ^Accélération des planète^, — 
Les planètes dans lenr mouvement autour du Soleil obéis- 
sent aux luis suivantes que Képler a déduites de Tobserva* 
tioD ; 

1** LOI* — Chaque planète parcourt dans un plan pas- 
sant par le centre du Soleil et autour de cet astre une 

orbite dans laquelle le rayon 'vecteur qui joint les centres 
des deux astrts décrit des aires proportionnelles aux 
temps* 

2* LOI. — La courhe décrite par le centre d une plajiète 
est une ellipse dont Us centre du Soleil occupe un des 
foyers, 

LOI. — Les carrés des durées des révolutions des 
plantes autour du Soleil sont proportionnels aux cubfs 
des grands axes de leurs orbites. 10 \}) 

Nous rappellerons que le point de Torbite le plus .rap- 

1 
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3 TEAITÉ ÉLÉMÊHTAIBB 

procbë du Soleil se nomme le périhélie y ei le point le plus 

éloigné VaphéUe. 

On déduil d'abord de la première loi et du principe des 
aires en Mécanique, que la direction de Vaccélénuion de 
chague planète passé par le cenire du Soleil, 

Soient à un instant quelconque : 

r la dislaucc du centre m d'uue planète à celui M du So- 

. leil; • 
%f Tangle formé par r avec une droite fixe Mo: passant 
par le point M et comprise dans le plan de Forbîte ; 

cet angle est appelé V anomalie vraie de la planète; 
a le demi grand axe de Torbite ou la distance moyenne 

de la planète au Soleil, dont la direction est ce que Ton 

nomme la Ugne des apsides^ 
e Texcentricité de l'orbite \ 

l'angle fermé par la ligne des apsides avec Mx» ou la 

longitude du périhélie; , 
T la durée d'une révolution complète de la planète; 
f Taccélération du centre de la planète, considérée 

comme positive ou négative selon qu'elle sera dirigée 
' vers le centre du Soleil ou en sens inverse; 
A le double de Taire décrite par le rayon vecteur dans 

l'unité de temps. 

On a 



et diaprés la première loi de Kepler, 
(à) r^di^siA.dt, 

Le carré de l'élément de chemin parcouru dans le temps dt 
étant l^d^f^'h dr*y ]e principe des forces vives donne, en 
désignant par h nne consume, 

(3) ^ j ^dr, 



'*r. 
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(4) *■ 

or reilSpse décrite a pour équation 

en çzprimiit \-^Jbp. i^ojenAe r et r^duis^Bt, T^a^ 

liofî (4) devient 

d*où, par la différentiation, 

et comme e est plus petit querunité, cette valeur est posi-' 
tîte. Donc, ^dans spn mouifement eflipu'que autour du So^ 
leil, le centre de chaque planète obéit à une ^ccéléraffon 

dirigée vers le centre du Soleil, et gui varie en raison in- " j 

verse du carré de la distance de la plancle à cet astre (*). 

En remplaçant dans la formule (6) k par sa valeur tirée . 
de Téquation (i),ilviefit ' t'Ai 

(7) f=4'fy,- 4 



* 



expression daD%fllf quelle, d'après la troisième loi de Ké- 
• I 

pler, le coefficienl'de — «es^ constant ^ |>ar conséquent, l'aC', '\ 

eélérenion planétaint rappottée à Vimité de distance a 
la même valeur pour toutes les planètes, 

♦ 

(*) On troorerifdans mon Traité do CinàmaïU^UKi pun, p. 39, une démoa*- f 
tntioB géanétrique de ceUe proposition. 

(i)ç%.ffft' A. »i l*"^ ^ '^pf ^^^"'^ 

^^x^i ii'^W^^ ou VtO 9i iÀxù ^4^tll ftJlt ^(t'iUWe . 

. /•* T ; 'S'. . 
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4 THATTÉ ÉLÉMENTAIRE 

/" Ces considérations sont évidemment applicables à la pa- 
1 rabole qui est aussi représentée par l'équation (5) en j 
ft\j supposant a = QO,esiyeta(i*— a*) ^al au demi-para- 
mètre, et à Thyperbole dont Téquation s'obtiendra en cban- 

geant le signe de a (i — e*) , e devenant supérieur à Tunité. 

% Supposons maintenant que réciproquement un point 
matériel possède constamment une accélération dirigée 

vers un ceniic iixe et inversement proporLioiinclle au 
carre de la distance 'à ce centre, et proposons-nous de dé- 
terminer la nature de la courbe qu^ii décrit. Posons à cet 

effet 9= ^9 n étant une consume; Téquation (4) devient 



d*o& 




V r^'^'Fr'^'P 

En considérant toujours dt* comme positif, on devra 
prendre le signe -f- ou le signe — selon que r décroîtra ou 
croîtra ; les cliangements de signes auront lieu pour les 
valeurs maximum et minimum de r données par 



•^ = o, d'où l = iid:i/^4-4- 

Si nous supposons que r commencf/^jT^roitre à partir 
de la position initiale du mobile, on devra prendre le 
signe — , et Féquation ci-dessus donnera en intégrant, e» 

étant une constante arbitraire, 

\9) *i = afccos -7= 1 

I ,. • # , . * , .» ^ * ■ '* ' . « 1 * 

' ' ti »»^^ 1 V.-' . .•.^••v» .*; . «1 

I ^ » M 
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d'où 

(8) r= ^ 



i-i- 



équadoii polaire d*iine section coniqne rapportée à Ton des 
foyers. Cette section sera une ellipse, une parabole ou une 



(^ualioii (3) ({ui donne la signiiicaiiûn de A, 



hyperi>ole selou que l'on aura h = o,'^ou, en vertu de Té- 



!- = Oj 

wo et r« étant la vitesse et le rayon vecteur correspondant 
à riuslant initial. On voit ainsi que la nature de la courbe 

dépend seulement de la grandeur de la vitesse initiale et 

non de sa direction. 

De la comparaison des équations (5) et (8) ou déduit, 
dans le cas d'un mouvement elliptique^ ^\ 



9 

a 



et, en désignant par w la vitesse du mobile au bout du 
temps le principe des forces vîv^ ou l'équation (3) 
donne 

(lo) w*ss — 

3. Principe de la gravitation universelle, — Soient M 
la masse du Soleil ; m, m^, « • . , celles des planètes ; 

r, r', r'\ . . . , les distances de leurs centres à celui du 

Soleil. 

Les dimensions du Soleil et des planètes étant très-pe- 
tites par rapport à leurs distances mutuelles, on peut, dans 

* • .'.^çVî - *' •^ '. '..' li \ Digitizeâ by Google 



6 TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

une première approximation, en faire abstraction, et sup- 
poser que ces astres sont réduits à l'état de simples points 
matériels, ayaot respectivement les mêmes masses» et nous 
dirons que le point matériel M exerce sur les masses 

m,fn^,in^, les forces attractives a ^» a ^'**''^ 

conslante indépendaulc de m^m\ m". 
. Si Ton considère celte attraction comme inhérente à 
Tessence même de la Aiatière, il faut admettre qu'inverse» 
ment les masses m^ni^wP attirent de la même manière la 
masse M, et avec une énergie égale et contraire à celle des 
loi ces précédentes d'après le principe de l'égalilc entre 
TactioD et la réaction. Par analogie avec ce qui précède, 

y^d hs^ Tâttraction de m ^ur M sera dé k forme ^ « fie poii- 

vant dépendre que de m, et comme a' ^ ss a et que « 

est indépendant de m, il faut que Ton ait a' = f^m^ 
et =y.M, JT étant une constante indépendante de la valeur 
des masses attirantes et de leurs distance^?' Ôn est doiic 

conduit à admettre que deux particules matérielles s^atti— 
rent inutueUcjnaut stm^ant la droite qui les jointe propor- 
tionnellement à leurs masses et en raison ui^erse du carré 
de leur distance [^)» Tel est ie principe de la gravitation 
unwerselle dû à Newton , basé, comme tous les principes 



(*) Cc< notions mutuelles ne sont pas les seules qui s'exercent entre les 
éiemenlâ de la matière; il en existe d'aulres appelées spécialement actions 
moléculaires^ dont l'intensité devient très-considérable à des distances ex- 
tfèmenieDt faibln «tdu même ordre de grandeor que les distuneetintermo- 
IStedlàiVes, niait qui déeratMent avec «ne eilréme ra|>idlté qatnd le dis- 
lamM aofmeDte. €e» tovees, auzquellea sont dues W cohésiooiréleelioilé déa 
solides, etc., sont les unes attractives, inhérentes à l'essence même de la 
matière, les autres répiil^^ivos, dues au calorique. Mais les forces de ces deux 
systèmes, dont les relallons de grandeur définissent les trois états d'tin 
corps, n'étant upprectttbles qu'entre les particules d'un mètue corps» ne 
jonent aucnn rôle dam les phéooméiiea aatroDomiqiiea. En ce qai conoerae 
t'équililt^re on ïe monvement des corps aolides on fluides, dles ne tont re- 

'4. 



» 
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élémentftires de la Physique, sur une «xtenaion théorique 
d une loi observée, et que pour ce motif il était important 

de vérifier ultérieurement. Nous avons suppose eu eflel que 
le Soleil et les planètes sont des points matérielsi taudis 
qu'ils ooldesdimensiocis appréciables, qtioique très-petites 
par rapport à leurs distances muiaelles^ et qu^iU sont cota- 
pos^ d'un très-grand nombre de ces points qui devraient 
exercer entre eux, de Tun à l'autre corps, des attractions 
s\iiviint la loi ci-Jcs-sus. Or nou.-^ verrous ])lii.s loin que, en 
raii>on de la presque spliéricité de ces astres^ et de leur 
grand éloignement, les résultantes de ces attractions élé- 
mentaires produisent le même effet que si les masses de œs 
astres étaient eoncentrées en leurs centres de ^^ravité res«* 
pectifs. Le principe de ÎNewion se trouve doue compléte- 
ment d'accord avec le phénomène plus complexe en lui- 
même observé par Képler, et auquel il doit son origine. 

Le Soleil, se trouvant sollicité perdes actions attractives 
provenant • des planètes, ne peut rester fixe dans Tespace, 
et c'est en effet ce qui parait résulter de Tobservation, 
quoique son iiiouvemcnt s'elïccluo en appaiciicp avec une 
très-grande lenteur. Si Ton suppose que 1 ou imprime à 
tous les f:orps du système solaire une vitesse et une accélé- 
ration Y égales et contraires à celles du centre du Soleil 
ramené par suite au repos, on> voit que ^K>ur une planète, 



praseotées ^ue ptr de» rasvltaBtes Oetivet .tmqiudle» oo donne le nom de 
preuion, 

L*atlr«etion proporiionDelle à Tinvene du carré de la diatanee, due à la 

gravitation, est trèn-petîte entre les corps de faible masse, tels que nous lea 
observons à la surface delà Teye; cependant elle est mise en évidence par 
ratlraclion thïs montagnes Kiir le fil à |)lomb, et dans l'expcrience de Caven- 
disli |»uur la déterminnlion ilo la denbile moyenne de 1:» Terre. Mais lorsque 
deux corps eji présence otirent chacun, ou seulement l'urj deux, une 
nasae considérable» cette attraction sa Iraduîl, même a do grandes dis- 
tances, par des pliénomènes parfaitement caractérisés et qui» de lont temps, 
ont frappé lea yeux des observateurs; et c'est à cette cause notamment que 
se rattachent la pesanfear, la forme elliptiqne des orbes planétaires, ete. 
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cette accélération Y vîeudra se composer avec celle qui est 
due à rattraciîon da Soleil, pour donner l'accélération de 

la plaiieLc dans suii inouvcmeiiL rclauf autour da Soleil. 
A celle résultante viendront encore se joindre les accéléra- 
tions ducs aux allractions des autres parties du système 
solaire. On voit ainsi qu'une planète dans son mouvement 
relatif autour du Soleil suit une loi très-compliquée, et que 
si Képler a trouvé des ellipses pour les orbites planétaires, 
on ne peut l'attribuer qu'à ce que, en raison de leur peti- 
tesse, l'influence des nouvelles forces dont nous venoîjsde 
parler lui a complétemeui échappé^ il est probable que 
c'est h cette circonstance que l'on doit les lois fondamen- 
tales de l'Astronomie moderne. Mais nous reviendrons plus 
loin sur les effets produits par ces diverses causes pertur- 
batrices, effets que des moyens plus parfaits d'observation 
n'ont pas lai dé à faire recc unaîire, et dont la loi de la gra- 
vitation rend parfaitement compte. 

Si nous ne considérons qu'une seule planète en présence 
du Soleil, en faisant abstraction de tous les autres corps du 

système solaire, Faccélération du Soleil sera ^» dirigée 

M/ 

deM vers m, celle de la planète'— Y 9 dirigée en sens inverse 
de m vers M j en ramenant M au repos ainsi qu uu l a dit plus 
haut,raccélératîohdemsera(M+m) et comme 'd'autre 
part elle est représentée par l'expression (7} ou, d'après 

le n" 2, par ^> il vient 

. - 1/2' 



D*après la troisiènie loi de Képler, cette quantité devrait 
être indépendante de m; d'où il suit que cette loi n'est, 

qu'approximative et que ou le rapport de la masse 



« 
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d^aoe planète a celle du Soleil, est dans tous les cas une 

Irès-pelite fraction. 

Ou suppose ordinairement pour simplifier récriture 
I, ce qui reviept-à prendre pour unité de force Tat- 
traction entre deux niasses égales^tituées a Funité de dis- (0 
lance et^fi = i , en prenant ainsi pour unité de masse la /i] 
somme M + 'tk» ou tout simplement la masse du Soleil, en 

négligeant la fraction ^ devant l'unité.^outefois, nous [k; 

laisserons subsister dans nos formules jusqu à nouvel ordre 
les facteurs jut et /. 
Avant d'avoir démontré la loi de la gravitation, Newton 

l'avait entrevue en partant des considérations suivantes. 
Les planètes (Itu ri \ a ut des orbites d'excentricilés dillerentes, 
oo peut admettre que les lois de Kepler s'appliquent encore 
au cas d^une orbite circulaire, et cela avec d'autant plus de 
raison que ces excentricités sont généralement très-pe* 
tites ( ^ ) . Dans cette hypothèseappelons <p, fsf les accélérations ^ 
qui retiennent deux planètes daiis kui^ orbites; T, T' les ^ 
durées de leurs révolutions autour du Soleil^ R, R' les 
rayons de ces orbites : on a, d'après Fexpression connue de 
la force centripète. 



'=(¥)■•»■ '■=(¥)■•«■• 



{*) Sous le rapport des excentricités des orbites, les planètes peuvent se ^ 
raa(jer de la manière suivante : | * 

\^ Deux entre la Terrt (« :^ o ,01 7 ) et 17r«iiii ^ ( 0 , o47 )» Mvolr ; CamwH» ; ^ 
(0)04 1) 6t BurmonUt (0,046). .J^ 

3^ Neuf eotreSfliurntf (o,o56) ot 9//7r5 (0,093). Leurs eioentricttés sont ^ V 
comprises entre eelles o^oGG et o ,090 de Nemousa et Vcsin, ( "«v 

30 Quarantcçyuatre entre ^hn s v\ yicrcure ^iqZ) dont les excentricités i. 
ont pour limites 0,0976 [Parthénope) et o,!203 (Hébé). * ^ 

4° Enfin seiae qui ont des excentricités suporieurcs à ceile de Mercure et 
comprises entre les linnles 0,209 ('"S'-*) et o,338 {Polrnmie), Celle qui a lû 
plus forte excentricité après Polymnîe est Âtaîanic (o,*iÇ)8). 
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lO TAAITÉ ÉJLÉMEMTAIILE 

d'où 

et, d'après la troisième;loi de Kepler, 



ce qui est coufùru^e au résultat obtenu eu parlant du mou- 
vement elliptique. 

-i. De la pesanteur terrestre. — Si 1 un lait abstraction 
de la force centrifuge due à la rotation de la Terre, la pe- ' 
santeur d^un corps A sa surface n*ést autre chose que la 
résuitaDte des attractions exercées par tous les points du 
spbëroïde terrestre sur chaque point -matériel da corps, 
résultante qui ne dépend que de la position et de la masse 
de ce corps, cou foriiiL ruent à ce que Texpérience nous 
enseigne. L'intensité de cette force doit diminuer à mesure 
que Ton s'éloigne du centre.de la Terre, et c'est effective- 
ment ce qui résulte des observations du pendule exécutées 
à djfTérentés hauteurs. 

5. Des satellites , — Les satellites d'une planète circu- 
lent autour de cette deniière, toujours en vertu de la gra- 
vitation, et leurs orbites sont elliptiques à quelques inéga- 
lités près dues à leurs attractions mutuelles et à celles du 

Soleil et des autres planètes. 

Le mouvement de la Lune autour de la Terre a permis 
^ à Newton, à Taidc des considérations suivantes, de vérifier 
la loi de la gravi tation . 

Le rayon de Torbite lunaire qui est très-sensiblement 
t ^ circulaire, étant environ égal à 6o fois le rayon moyeu de 
la Terre, le centre de la Lune décrit en une juiiiuteun arc 
^0 de 61020 mètres dont le sinus verse 4"\^7^^''pi'^i'eule la 
hauteur dont ce centre s'écarte de la tangente à l'origine de 
Tare d'un mouvement que Ton peut considérer comme 



* ''i'n utàkKiqhE CELESTE- ~ ' II ; ' 

uniformémeni varié. On a donc, en désignant par cp' Taccé- / ' ; J * 
léradon dans ce moviTementf V • ' * 



or^ 4)^7 très-seDsiblemenl égal à la luoilié 4)9o44 *^ 
pesanteur ^ à la surface de la Terre ^ on a donc ' ^^9 

g 60* • ^ 

?» f *^ *^ 

c*est«à*dire que g et^ varient a Irès-peu prés en raison C \ 
inverse des carrés des distances au centre de la Terre. f 

On arrive également à ce résultat, en remar({uant que, ^ ' ^ 
diaprés le 3Jlon a, 

d» • , j< 

ou - A\ ' >. ' " 

sou environ. S ' - r . 
00* • 

6. />e5 masses des planètes» — Soient m' la masse d*un p 

satellite de la plaoètê m; a a' le grand axe de son orbite, ^ in ' I . 
et T' la durée de sa révolution autour de la planète. La ' . ■ * 

formule (11) applic^uée à cette planète et à son satellite > 
donne .- ' 



^ d*où, en divisant par celte même équalion^^U^r * 



■I 



M -h I» fl'r* ' 



m m' . , , , , V » 




9 » 



et comme les fractions ^9 ^jiont généralement très»pe*- 
tites, il vient ^ 
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a' r 



Les rapports — — • ëtant supposés donnés par l'observa- 



tîôD, cette formule fera connaître la masse de la planètfi 
rapportée à celle du Soleil. Cest ainsi que ]^^ewton a 

trouvé pour Jupiter, rtfsultat qui diffère peu de la frac- 
tion ^Jg^ obtenue par des procédés plus précis. 

La masse de la Terre ne peut pas se déterminer par cette 

mélliode, atuiudu t|uu 1 inverse de son rapport à celle de la 
Lune n'est pins négligeable vis-à-vis Tuniié', mais on peut 
opérer de la manière suivante. Nous verrous plus loin, eu 
nous occupant de la forme des planètes, que pour tous les 

points du parallèle dont le sinus de îa^.latitude est ^ 

l'attraction de la Terre est la même que si elle était 
spliérique. Pour ce parallèle le rayon de la Terre est 
r= 636455 1 mètres et la pesanteur 9™,79886 ^ mais pour 
S [l] égaler cette dernière à l'attraction terrestre G^'^il faut Taug* 



^ 2 1 

'"X menter d'une fraction d'elle-même égale à â*~5r' ^P^^ 

5 209 



sentant la composante verticale de la force centrifuge aux 



^ "2 ^ (l] différents points du même parallèle. ^On a ainsi 



> Pi. 



G ==^=9,81645, 



= d'où, ea venu de l'équalioa (i i),*/-»- ""'^^ 



*4 



m 



mais on a. en secondes, 

T = 86400 X (365i,ft56374V''- 
i > I et la parallaxe du boleil corresjpondant au parallèle çi-des- 



sus est 4Ct 

^ = Ung8^6o, d»oà « = 29984r>^ 





ri 



par suite, 
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M = 35459»/" «'^ ^ 



1^ 



Le diamètre du Soleil étant égal k iia fois celui de la 
Terre, on déduit de celte relation (iu( sa densité moyenne 
est à peu près le quart de celle de la Terre. (^^ rJ 

En appelant R le rayon du Soleil, on obtient pour la 
gravité à sa surface ^ 

r'-*^^^ 1 



ou, à cause de R = ï lar, G = — r-' > 



tl 



La Gorrecdon que Pou devait faire subir à cette valeur '4 

pour tenir compte de la force centrifuge due au mouve- 

ment de rotation du Soleil autour de sou axe peut être ^ 

négligée^ car le Soleil exécutant une révolution en aS^^S, ^ 



la force centrifuge à son équateur n'e.^L guete que ^ de 

la force pareille k l'équateur de la Terre. i^' ^ 

Pour déterminer la nuisse de la Lune, on part du prin- ^ 

cipe suivant dont nous déniunti eruus Texaclitude dans *^ 
l'un des chapitres suivants : pour un point de la mer ^l"^ 
dont le rayon vecteur, émanant du centre de la Terre, fait ^ 
le même angle avec les rayons vecteurs de la Lune et du *| 
Soleil, les actions de ces deux astres qui produisent les ^ 

oscillations de la mer sont entre elles commeleurs masses ^ (--1^ 

divisées par le cube de leurs dii.Lances au centre de la Terre, ^ ^^-^ 
et ces oscillations sont, toutes choses égales d'ailleurs, pro- T 

portionnelles aux forces qui les produisent. Si donc on - 

appelle m\ M les masses de la Lune et du Soleil; a! y a ^ 

les distances respectives de leurs centres à celui de la ^ ^'i^ 

Terre; (ù le rapport de la marée lunaire à la marée solaire ^ 

hn^fiitf 0**4 tvu»^ |>^i '»^^^*^ J^U^'-j^^i?;?. S:*^ 



r4 TKkVXt tM-ÊMMMyiOÊJt 

pûiir les positions semblables des deux astres, on anr» 

' m' M 
a* 

d^où, en désignant par m la masse de la Terre, 

4» a* m 

La moyenne d^un grand nombre d'observations exécutées 

dans la port de Uieâl a dp^iné 

3,3533 n, 
et' comme on a à très-peu près 



a = 4ooa' %t ^ = 355ooo. 



il vient 



m' 



m ^5 

Les masses des planètes tpn n'ont pas de satellites ne 

peuvent cti edétermiiitcs que par les perliirbalions que leui â 
actic lis inutuclles introduisent dans leur niouvemeiit autour 
du Soleil, et dont nous nous occuperons plus loin. Le même 
procédé peut également s'appliquer aux planètes qui ont 

des satellites, et c'est ainsi que l'on a trouvé pour la 

masse de Jupiter. 

Les rapporte des masses des salellites d'une même pla- 
nète à celle de cette planète peuvent paiement se calculer 

au moven des perturbations que leurs actions mutuelles 
apportent dans leur mouvement autour de la p)aa^e« et 
Ton £u déduit leur rapport à la masse du Soleil , puisque 
l'on connaît la masse de la planète rapportée à eetle àej>- 
nière. En appliquant cette méthode au système de la Terre 

(*) Uécam^iue céleste, t. V, p. ao6. 
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* et de la Lunefon trouve 34936^et au lieu des valeurs (^) 

m lit' 

d-dessQs ^ ~) i^'^i^ diffèrent d'ailleurs que très»pea« 

m 

7. D fis comètes. — Ou reconnaît que les lois de Répler f 
sè vérifient 'tfans la partie des orbites comëtaires que Ton 

peut obs€îrver-, mais, comme les grands axes de ces orbites 
et les durées des révolutions sont généralement inconnus, 
on calcule les mouvements des comètes dans le voisinage du 
périhélie comme si leurs orbites étaient paraboliques. En 
désignant par D la distance du foyer au sommet de la para- *^ 
bole, le paramètre sera 4D> tandis que, daus l'ellipse, il 
est exprimé. par 2a (i — La formule (6) devient par [ ^ 
suite |l 

^ aD r> w 

Les comètes, à cause de la petitesse de leur masse, ne 
produisent aucun ctiel appréciable sur les phuièles; mais ^ 
leurs mouvements sont troublés par les attractions plané- 
taires qui influent notablement siu> les époques de réappa- ^ 
rition de cbaque comète , c*est-àpdire sur Tintervalle de ^ 
temps compris entre deux de ses passages consécutifs au 
périhélie. 

£41 posant 

Téquation (2) devient 

D'autre part, si nous comptons Tangle u à partir du pé- 
rihélie, ce f[ui revient à supposer o) = o, on a pour repré- 
senter la parabole < 




(12) r: 



D W / p\ 
= ï = D(i + tang'-j 



L^iyui^ud by 
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Portant cette valeur dans Téquatioa pr^édente, inté- . 
grant et prenant pour origine dn temps l'instant du pas- 
sage au périhélie, ou trouve 





Les équaiions (la) et (i3) sont celles dont ou se sert dans 
la théorie des comètes; mais, comme presque toujours Tin- 
connue de la question est et qu'elle dépend d'une équation 
du troisième degré, on a construit, pour éviter la résolution 

de celte équation, des tables donnant les valeurs de t cor- 
respondant à celles de u dans l'hypotliêse de D = i : ces 
tables permettent de trouver Tangle ^ décrit au bout du 
temps t dans une parabole quelconque, en y cherchant la 

valeur de v qui correspond au temps t .\j \ 

RchuLofi entre le temps qui sépare deux obser^ 
^ *f valions d'une comète et d'autres quantités connues. — 

Soient r', t'y »/ les valeurs de n qui se rapportent à une 
seconde observation, c la cor^e de Tare parcouru^ Téqua- 
Uon (i3) donne 

d'où, en retranchant cette même équation, 



s 



• « 



• ■ 



^1 ^ ^ 

■toi -^v 



f-^tzss — 1_ (tang/ — taiigf) 
^ ^ ^"^'^^ ^^Dgt»' -h ^ (laogf' — UDgi')'^' 



Posant 

I H- 4 (tangi» •+• iskngt/y = »S 



yli^Cta »Af>»A,t'>àV«.if''- >''''.»^. ^M-. ^«Aï^. 
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il vient 



f 



D'i/2 r I n * * • ■ 

— / = ^ (tang — tangp) |^>î» -f- — (tatigi'' — taDg f)* J ^» ^ 



En projetant la distance de^dcux positions considérées ; ^ 
de la comète sur l'axe de la parabole et sur une perpendi- 
culaire à sa direction et faisant la somme des carrés, on . . ^ ^ 
trouve ^ 

et en remplaçant / par leurs valeurs déduites de Téqua- ^ 
tion (12), 

c» = 4l>' (tang^ — tangf)' ^ (tang»»' -h tangt» )m 9 ' 
= 4 D» (tangi^ — iaDgp)>*iiS 



d'où 



e:^aD (tango^ taDgp)ii.^ ^ '^'^^ ^* 



D*aatre part, on a 

r -h r' =5 aD j ( tangf' — tangf )'J *, 

par suite 

r4-r'-i-c = 2Dj^îï-h^(toDgf'— tangp)J î c 

r -h r' — e = — ^ (tang/ — tangi»}J • ' 

U vient donc enfin >. 



' ^ * 



1 » 



(l4) «'_»=-i=j^(r-hr'+<:)'T(^ + ''-')']- 

On voit, en se reportant à l'équation (a), que l'on doit 




*s ^ ^ Digitized by Google 



l8 TBAITÉ ALimilTAïaB 

prendre le signe — ou le signe 4-, selon que 
n — -(tangi»' — tangt/) ]> oii<^Oi 
or, comme cette (quantité est de même signe que 

cos- ces— 

qui sera positive ou négative lorsque — f <[7r ou ^ îr, il 
ne peut y avoir aucune ainbîguïté sur le cboiz des signes 
dans r«pplication de U formule (i4)* 
Cette formitle, dans laquelle n*entre pas Fezeentricité 
('] de l'orbitef^onstitue ce que Ton appelle le théorème de 
Lambert, quoique Euler l'ait établie le premier dans le sep- 
tième volume des Miscc.llanca Bcrolinensia. Nous verrons 
plus loin comment on peut trouver ses équivalentes pour 
Tellipse et Thyperbole, 

9. Du momement relatif de dvux points qui s* attirent 
mutuellement autour de leur centre de gravité, — Conce- 
vons que l'on imprime aux deux points matériels JJ^tjj^^/ 
^^qui s'attirent suivant la loi de la -gravitation, une vitâS^et 
contraire à la vitesse constante en grandeur et en direction 
du centre de gravité G de ces deux points. Ce centre étant 
• ranieijc' au repos, les masses mobiles m, m', dès lors mo- 
biles sur la drohe m G m', qui pivote elle-mcnie autour du 
point G| décrivent des courbes semblables inversement 
situées, puisque entre leurs distances respectives x, je' à ce 
centre, on a 
^ ^. fwxïsmW et (iw-H m') *ss#w>, 

r étant la distance des deux masses. 
% Le mouvement de I7i%st donc uniquement dû à la vitesse 
relative initiale par rapport a G et à l'accélération 



m 



♦ ^ 



. ■ . . . ■ . • 
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dirigée vers ce centre, et qui \arie eu raison inverse du 
carré de la distancera ce point. D'où il suit que» dans 
leur mouvement relatif par rapport à leur centre de gn^ 
vite, les deux masses m, mf décrivent, dans un même plan 
et autour de ce point comme foyer commun et centre de 
similitude, deux sections coniques semblables, mais inver- 
sement situées. Ce cas est noiammeut celui des étoiles 
doubles, lorsque les forces d'attraction auxquelles elles sont 
soumises de la part des autres astres sont n^ligeables par 
rapport A leurs acliom muluelles» 

10. Problème de Képler. — On désigne sous ce nom la 

détermination des coordonnées polaires d'une planète en 
fonction du temps. 

Supposant que Tangle v soit compté à partir du grand 
aite de Tellipse ou que la longitude du périhélie est nulle, 
Téquation de l'orbite deviendra 



• 1 ' 



et si Ton observe qué^est compris entre a (i -f- e)» a (i^ e)^ 
on pourra poser ^ 

(15) r = fl(i — ircos«)l'î 

^ L'angle «, qui passe en même temps que l'anomalie vraie v 
parles valeurs o, tt, 2?!, a reçu le nom d'o/zo/no/fè excen^ 
trique de la planète. 
De ces deux équations on déduit 

{m COSIi ) 

P=S — * 

I— tfCOSil 

(16) { d'où 

Désignant par T la durée de la révolution de la planète et 

• - - • • • .\ 

« . • \\ 
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; V V*-* posaut 



3ir 



^ ^Ij j sera la moyenne vitesse angulaire et ni le mouvement 
5 i moyen ou l'anomalie moyenne de la planète, et si l'on 
^ ^ ic^ prend le jour moyen pour unité de temps, on a relative- 



s. 



^ ii ^ ment à la Terre 

I f -f T = ,256374, d*où « = o^Sg' 8", 

^ ^ T ®" remplaçant par 36o degrés. Cette valeur de T est la 

V -.1 ^ A durée de Fannéc sidérale ou rinlervalie de temps (|ui s'é- 

^ ^ ^ coule entre deux retours consécutifs du Soleil à une même 

I étoile dans son mouvement apparent autour de la Terre. 

$ ^ L'équation donne, eu égard à la relation (i), 



^^"^^I * et en y remplayaut r m par leurs valeurs déduites des 
< 1 4< J équations (i5) et {i6), 



^ su iw/f= (i-^«cos»)i», 



V-j ? ^* d*où, en prenant pour origine àa tezops un- des passages au 
périhélie, ^ 

,| (17) = «— «sinif (*)• 

i Nous remarc^ueruns (jue, d après la iurmulc du n° i/^ 

c ^ X. on a 

,1, "J^ 11. Cas où on peut négliger les puissances de e supé^ 

rieures à la première, — L'équation (17) donne dans cette 



v»7 



* I 



(*) On trouvera, dans mon Traite de Cinéma tique pure^ p. 3a, l'intorpiéla- 
<^ tion {jêométi-iqiie fie l'anomalie excentrique et une démonatration gôomé- 

^ ^ ['d^ trique de la iormule (17). [^J 
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hjpollièse, qai est admissible pour la plupart des planètes, 

(18) uzs n£-he9in{n(-j-esinu) = nt'hfmtfttf (^/ 
et réquatîon ( 1 5 ) devîen t pa r suite W 6 ^ 

(19) rssa(i — écosiif)* ^ fô) 

Posant ('ssn^ + d, d étant du même ordre que e(^la C^// 
première équation {16) donne, en continuant la même ap- 
proximation, , -, iU% 

d'oà 

(20) iK=:/u-h^eauknt» 

Si nous considérons un astre fictif animé de la vitesse an-* 

{^ulaiic t onstante n et partant du périhélie en même temps 
que la planète, il passera en même temps qu'elle à Taphélie, 
puisque pour ce point siDnf= o, et reviendra au mémel /.|; 
instant au périhélie, et ainsi db%uite indéfiniment, PansTv/ / 
la première moitié de K trajectoire le rayon vecteur deTas-f 
tre fictif sera en aviSî ae celui de la planète, et il sera en 
dans la seconde moitié. La qua/itUc s e sinnf, qui^ 
mesure Técart des deux rayons, est ce que l'on appelle Té- 
çuation du centre. 

On corrige de cette manière par la considération de 
l'astre fictif Finégalité du mouvement apparent du Soleil 
autour de la Terre dans i V''clipti(j^uc. Poui coi i i^ei celle (jui 
résulte de rinclinaisou de l'écliptîque sur l'équateur, il suf- 
fit de concevoir un second astre ûctif circulant dans le pian 
de l'équateur, passant par l'équinoze en même temps que 
le précédent, et animé d'un mouvement angulaire uniforme; 
il déterminera ce que Von appelle le temps moyen ^ qui ' 
coïncide quatre fois dans l amiée avec le temps vrai^ indi- 
qué par le mouvement réel du Soleil. 

\% Dét^loppement des coordonnés polaires d*une or- 
bite eîlipLii^ue en Jonclion du temps, — De l'équaliou (i^) 



^-^yciH iuitr^' "«Vit ot^-*^ • 
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ondëdiiît au moyen de la formule de Lagrange po* 
V saut X = nt^ 

<^ '""'"^^^^^î^^ 1 .2 ^ '^*'***' 1.2.3... /M 



« 

• ••y 



or. on a 





— COS2X + I, 








ces 4-^ — 4 co»2« -h 3» 


2*sin*x = 


8În 5* — 5 sin 3ar -h fosînx, 




— cos6.r -h 6 cos4^ — i5 COS2X 



Faisant les subslitutîona dans Féquatiou précédente^ effec- 
tuant lesdifférentiadons, puis remplaçante par nt, on trouve 

^ puur rauomalie excentrique développée^ par rapport ait 
j temps, 

e >>- / . A'. ^ 1 

\ j u=ii/+0smiif H — 8m2ii^-4-— (3sin3«/ — ûnnt)t 

(2sin4^' — sin2ffr) 



^ a.3 



(21) 



-i--ps(5*sm5iif — 3* sin3i3r+2siniz/) 



+ (3*ûii6irf — 2*nn4Af 4:* Ssinsjir). . . . 



P ) Si l'on a eu Béoéral 

loetto formule consi&te dans les développements 
' m = 00 




m = Qo 



m =3 o 

m mp téwp te nt nu nombre mû» preMnt tontes 1m vtloars potiUilM 
\pnis léro îniqu'à rinfini. Y«ores pour la déoioiittffttioa de cet fonnules une 
tfole plecée à la fin du Tolnme. 

* • • 
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L'équation (i 5) ^ t 



donne {*) 

- = I — ecos«+ «'ftui'^ H- -, — 

A 2 cLx 

^ "^il^"^ ^ 2.34.6 ; 



mais on a 



a 



rfsin'x ^ — 3co83j? h- 3 cosx 
</^siii*jp — 5'cos5j:H-5.3^ct)s3x — 5.2COS* 





2* 

















et en remplaçant X par nt^ on a pour le développement 
du rayon Tecteur : " -'^ 



-=t^6CO$js/— -—((^ftaA^-— i) ^(3cos3ii/ — 3coftff<) 



(22) 



— (5» co^f -~5.3^oos3ff^ + 5«a coanr] 

— -7-s (3'eos6nf — 2*cos4;if4- 5cos2ra/).... 
a* .5^ ^ ' 



Pour obtenir le développement de ranoinalie vraie, nous 
remanpierons que la seconde équation (i6) p(èut se mettre 

{*) Ed mppoMut F(ii)8t|F'C«»i' daos Téquation (9) de la aotepré- 



1^ 



• • ♦ 



4 # 
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SOUS la forme 

E désignant la base du système de logaritbmes népériens. 
En posant 



on déduit de là 



— XE-"^ 



et) en prenant les logarithmes dans le système népérien, 

La quantité X étant plus petite que l'unité, le» logarithme» 
peuvent se développer suivant ses puissances ascendantes, 

et en remplaçant les exponcntieilea imaginaires par des 
(3) sinus et cosinus, on trouve (^J 

Xsina-i- jsiû2a-H2 sin3ttH-çsi^-h...j« ffj 



lit 



Des équations (17) et (21) on tire 



*j smiiss;— > = sm/z< + -siD2A<+ — (3sm3ii^ — 8in/î^)^'r«»«»/ 



(4] et la formule de Lagrange donne C4} 



i • 

sinsit = sinduf + ^ (siû3 — sîn wf ) -f- (»în4«' — sîna Jif) 



C» 'y V 



4- --^ (4$inii^ — 27sin3Af 4- aSsinSjir) -f- . - < , 

2 * o 



sîn3tt=stnSii^H- ^ (3siQ4n^— Ssii^O 
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Il ne reste plus maintenant qu'à déveiopjRT les puis- 
sances de A suivant celles dce* Posons à cet eÛet 



d où 



Li 



En dtîveloppatu L ^ sulvaiiL les puissances de e' par la 
formule de Lagrange on trouve ^ 



1^ 



2.2/'+* 



d*où 



et enfin 



(23)V 



5 <i , 

H- ^ Éf * sin 2 «^4- ^j-^ ( 1 3 siwtt — 3 sin m) 



f- j-^(io3 sin 4 ^/ *~* 44 



y-|r— ^(log^sinS/if — 645sin3A4h-âosin /^j/ 



pour le développement cherché. 

Si on prend, au lieu du périhélie, pour origine de la 
longitude une position quelconque de la planète, il faudra 
remplacer dans la formule (23) v par v — o», en continuant 
à désigner par <■> la longitude du pérîhéli^ ; et si de plus on 
prend pour origine du temps un instanf^iuelconque après 
le passage au périhélie, correspondant k la longitude 



(*) H sniïii iie leiuplacur, dans lequaUon (a) de la note du a** 12, 
u par L, X par 2» e par <■*, par L~^. 
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moyenne e, i'augle nt devra être augmenté de la constante 

6 est ce que Ton nomme la longitude de Vépoque, et l re- 
présente le temps moyen timployé par la planète pour aller 
du périhélie à l'origine du temps* Les formules (17), (22), 
(a3) deviennent alors 

(17') «(*-h/) = if — csinif, 

(22') - = I — ccos/i (f-H /) — ^ [ces 2/1 (^-hO — 

5 

(23') p = itf -f* t -t- 2 e sin jv (r-H 0 + ^ ^ 0 + 

13. Expression indépendante de Pexeentncàé du 
temps gui sépare Jeux positions d'une planète. — Appe- 
lons pour la seconde position r', u', u\ t' fes quantités ana- 
logues à r, u, qui se rapportent à la première^ c la lon- 
gueur de la corde qui joint les deux positions, et ^sons 

\ j I»—» ^ «'-f-» ^ ^ 



2 • 2 

k 

De l'équation (17} on. tire v* 
et de l'équation (i5) 

(à) /•-+-r' = 2fl(i— tfcospicosp). V'^tfy*^^ 

D un autre côté ou a 

e* Jlr**+-r'* — arr'cos [v* — v) 

et, en vertu de la première formule (16), eu ^ard à Tëqua- 

tîon(i5)5 

«cos « — « , a ^ I — sin u 
cosys=g » stofss — s i — I 

r r 
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ptr suite, 

= fl* {i — e cos 4- (i — c cos «')' 

— aa* (« — coftii)(tf^ cosa')-^ aa'(i — «r'jsin jisin«\ 

= afl*(i — «'}(t — ttn a sîd «') -H (cos* « H- cm» «*) 

— aa'coftvcostt% 

= ^ût' (i — ^'0 ( ' — sin sin u' — cob a cas u!) 
-h fl' ( cos w — cos )*, 

=- aa» (i — e>) (a — acoft' 4- a' C ( a»tii p sio p, )», 

et eniin 



\ 



c»=4«*sin'p(i — c'cos'Pt). 



Les équations (a) et (c) donnent, par réliminatîon de pt 
& 1 aide de Féquation [h) , 



Posant maintenant 



z = 



aa — c — (r -f- r') 



an 



2 ^2 -f- C — -f- r') 



aa 



nous auiuus 



d*oà 
et 



(a» - zy = |, = 4tailg»pj^CDS» p ^ 1 (z, H- 



2 p =3 arc cos s are ces Z| 9 



» sin (arc cos z) — sin(arc cos 2|) ^ (3") 

i! Tient donc pou» la relation cliercliée 

(d) T = -[arccoss — arccoszi — siD(arccosÂ)+sin(arccos«i)]. 
n 

t- : fOvutJ lOl^t, H'ftl^. fc-U ^^^'^^^^ ^^-^ • 
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Dans le cas d'une orbite hyperbolique, Zi étant plus 
^ ^grands que l'unité» la formule (d) se trouve compliquée 
d*imaginaires que l'on fera disparaître en remplaçaot 

arc cos z et arc ces par leurs expressions logarith- 
miques 

arcco»» = -pL=:log{a-H^«' — i), 

arc cosz» — -r==. Iog(*iH- — i ), 
et a par«-^a, ce qui donne 

On n'affecte d'un double signe que les termes en z^^ 

dans rhypotîxèse z]>ri, puisque t doit être positif. Les 
signes supérieurs correspondent à — \> <^ 7r, et les signes 
inférieurs à t'' — ^ 7: ; car, pour y' — = o, x doit être 
^ nui et JE s= «I, et Ton doit par suite prendre les signes su* 



> pérîeurs, et comme r est une fonction continue de v' — 

' les termes en Zi ne peuvent changer de signes qu'autant 

^ - qu'ils s'annulent, ce qui a.lieu pour y* — v = ir, et quand 



— p vient à surpasser ît, le:» sigjies doivent changer pour 
v ^, que T continue à croître. 

C li) W La formule (^/) qui donne le temps, indépendamment de 
l'excentricité dans le mouvement elliptique, doit encore 
\ ' s'appliquer' quand Tellipse, s'aplatissant indéfiniment, se 
'Z X v' change en une ligne droite ; elle donne alors le temps qu'un 

" corps en mouvement sur le grand axe mettrait à s'avancer 

>* * vers le foyer placé vers Taulre extrémité. Viiisi on peut dire 

t qu'une planète décrira un arc de son orbite dont la corde 



est c et dont les extrémités sont à des distances du Soleil 
^^ / égales à r, dans le même temps quUHaettrait à arriver 

directement vers le Soleil do la distance -"^^ — ^ à la dis- 
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tance — — *î elle était partie sans vitesse initiale 

d'une (lislaiice ëgale au grand axe de son orbite. 

De ce qui précède on déduira sans peine, eu suppo- 
sant a=zcOy le théorème d'£uler démontré au n° 

§ II. — ' DiTBBHIirÂTlON BBS COnSTAimS AUBITBÀIllES QVl 
EJfTREirr OASS LES FOEMUI^ES DU HOUVBICEMT ELLIPTIQUE. 

i4. Propo8on8**nons de déterminer complètement l'or* 

bîte d'une planète, connaissant Tune de ses positions et la 
vitesse correspondinte en grandeur et en dircciion. 

La formule (10) du u" 2 uc renferme comuic inconnue 
que le demi grand axe a de TeUipse et que Ton pourra^ 
ainsi déterminer. 

Soient 7, z les coordonnées du mobile m par rapport 
à trois axes rectangulaires passant par le centre d'atLi actiuu 
M supposé fixe. Ën posant 

</r (Ir dx dz , dz dy 

di dt * dt dt ' tU di * 

c, c', d'^ diaprés le principe des aires, seront pendant toute 
la durée du mouvement des constantes représentant \e\ 
double de Taire h décrite pendant l'unité de temps, en pro- \ 
jecUon sur les trois plans coordonnés xM.y^ xNLzy yMz^ et 
elles se trouveront déterminées par les données de la ques- 
tion. On obtiendra ainsi la valeur de A = y/c' -j- c'' 4- c^' 
et la première formule (9) du n^ 2 permettra par suite de 
calculer Pexcentricité. 

Si Ton prend pour origine du temps Finstant de Tobser- 
vaiiuii, la foruiule (17') du n° iS^ônne 

A 4- /) = tt — e sio 
ou, d après le n^ 10, J^PO^ 9e*n. /- wV^/ 

a 

Vf* 



t « 
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En appelant la valeur de u pour < = o, on a 

n/=ttt — « sintt», 

et comme 

r=s:a(i — eainna]* 

on ^ dtîiix équations pour déterminer / et iio> 
^/l Suppl)sous que 1 on compte i'aiigle v à partir de Tinter» 
secdoD du plan de Torbite avec le plan fixe ou Jigne des 
nœuds, et soient 9 l'angle compris sous ces deux plans, à 
la longitude, comptée dans le plan fixe, de la ligne des 
nœuds ; v la longitude du rayon vecteur projeté sur le plan 
fixe ; t'q, les valeurs de v correspondant à l'origine du 
temps. 

/ Une application très*simple de la Trigonométrie sphé« 
I rique donne 

\ «— sinfoosa, sinfsîna, 

• 

( P^"'^ cosinus des angles déterminés par le plan de l'or- 

/ bite avec les plans xMz , et il vient par suite 

I 
« 

^ d*oa Ton déduira les inconnues ^ et f • 

I D'autre part, on a, par la considération d'un trianj^e 
sphérit^ue, 

et comme 

on pourra déterminer . 

Ënûn on calculera la longitude du périhâie <d au moyen 
de réc[ttation (5) du n^qui donne 

I I -4-^cos(fo — u) 

et les six éléments a, a, ^, /, a> de l'orbite elliptique 
seront entièrement connus. 
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15. Méthode de Oaiiss. — GénéralemciU on déter-». 
mine les éléments de l'orbite d'une planète, en l'observant 
dans deux de ses positions séparées par ud intervalle de' 
temps déterminé. Cette recherche ^ qui, envisagée à un 
point de vue général, présente de grandes difficultés de 
calcul, se simplifie notablement lorsque Ton suppose que 
les deux obserTations sont très-rapprochées Tune de l'autre ; ^ 
et Ton emploie alors une méthode donnée par Gauss dans ■ 
l ouvrage intitulé Theoria molus corporum cœlestium et * 
que nous allons reproduire. 

Soient : 



r, r', r" les rayons vecteurs émanant du centre du Soleil 

correspondant à trois positions d'une planète^ 
V i^'<[ i^' les anomalies vraies relatives à ces positions 

comptées à partir du périhélie; ^ 
2^ le paramètre de TeUipse; ^ 
e son excentridté* )^ 

L'équation pplaire de Tellipse donne 



> 



S- — I ssffcosc" ; . ^ v| 

si Ton ajoute ces trois ^alités multipliées respectivement - 

par *^ ^ C 

gin(,/'— ✓),ân(p — i/'}, $in(i/^i»), ^1 s 

on reconnaîtra, en remplaçant les produits des lignes trigo- ^ *^ . 

nométriques par de^ sommes^ que le second membre du < ^ 
résultat s'annulë('' et l'on obtient, après une réduction de A) ^ * T I 

la somme de trois sinus en un produit, ~ v 1 



_ 4 V'" si n ; ( t^" — ) si n ; ( — t^'^ ) si n ; ( c/ — «. ) (tl _ jj\ ! 

^^^^^^^^^^^ 
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^On s'assurera facileuïciit que le ^énojiiinalcur de celte 
.^^"✓^f^^j expression ohaiig ^ d a si gaq^ représente^j^re du triangle 
' [ formé par les cordes qui joignent les trois positions consi- 
\dérée8 de la planète. 
\. Cela pofl^5 admettons que Ton détermine par l'observa* 

lion deux positions de la planète, ou les rayons r, r'\ l'angle 
f^"'— le temps i qui scpaï c Ic^ deux observalions, et que 
r' représente le rayon vecteur qui divise en deux parties 
égaies l'angle formé par r"\ on a 



^1 



et la formule précédente se réduit à 

(0 I _ 4r^ïn»^(p ^^ — cl 

équation qui renferme les inconnues etp, 

La formule de «Kmpson appliquée à l'intégrale^ / tVp 

[oiîne pour ^l'aire du segment elliptique limité par les 



S, î • *. rayons r, r*, la valeur approchée 

■ * » 



en s 



supposant que Tangle if — v soit assez petit pour qu'on 
puisse approximativemeni se contenter de le diviser ^en 
deux parties égales. Or, d'après la formule (9) du n^^'^^ 
/remarquant qne p = a (i -~g*)HT^irg décrite par le rayon 
. . ■ / vecteur dans Funité de temps estégale à ^ ; il vient donc 



En remplaçant dans cette formule r' par sa valeur tirée 



9 ■ ■ * 



■ • 
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de la rdalîon (i)-r .<fti &iurft ni^e éqaation qui fera con- 
naitre p, par suite les tiutres él^menls de Forbîte/'^Maîs fi) 

comme celte équaliou est du cinquième degré en yjp, pour 
eo éviter la résolutiou dans chaqde cas particufi'cp, on pro- 
cède par approximation, en vue d'arriver à des formules 
d*une application facile. 
Posons à cet effet 
— 

oo aura 



(3) f ''"^^^Vt 



I I -f- tang(45°H- X) _ '2cos>_ 



(4) 




11 



=n'tcot(45'+i) + ung{45«+l)] = ^.y • /■ 
D'autre part, l'équaUoii (i) résolue par rapporter' donne 

(5) r'^ C0>U('^-^)(n'-C0S2>j^ ^j. ^ , . 

COSX 1 ; 

et Féquaiion (2), en y substituant cette valeur de 

(6) / 2 — i')cos4(p''— »»)rr"cos'?.X 



f .Vf*«^aX cosîX 1^ . g^eosl J 

On obtiendra une première valeur approchée de 
q^sfp, si les deux observations sont sufiisamment voi- 
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V • smesi une de l'autre, eu supposaup^'^^ — ^ — dana Té- 
quation (2), ce qui donne, eu égard k la relation (4)9 ^ * 



f • = — 7= — 

Si Ton fait g s^ç^-^Xy x étxût une quantité supposée 

assez petite pour que Ton puisse en négliger les puissances 
supérieures à la première, Féqualion (6) permettra de 
calculer x et par suite une seconde valeur approchée de 
Mais nous n'entrerons pas dans ces détails de calcul, qui ne 
présentent aucune difficulté, et nous nous bornerons a 
donner le résultat auquel ou arrive et qui se trouve com* 
pris dans la formule 



(7) • . ,^f,==iï:^^t±2^. 



I dans laquelle ou suppose 

ft ^ asin' i( — «;) . ^rr" oosaX , 

l L vfbiGosaX J 

et la valeur de p obtenue de cette manière sera d*auuut 
plus exacte que les observations seront plus rapprochées. 

Gauss a donné dans rouvra:;t' précité une autre méthode 
» de calcul que nous ne reproduirons pas, et pour laquelle 
nous renverrons soit à cet ouvrage, soit à V Astronomie de 
Delambre. 

16, On peut également déterminer les cléments de l'or- 
bite d'une planète en se donnant les rayons vecteurs corres* 
pondant à trois positions de la planète, et les temps em- 
ployés à parcourir les arcs qu'ils déterminent. On est alors 



♦ * 



1 



* 7 •« 
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conduit à des équations dont quelques-unes ne sont pas 
résolubles algébriqnemeiit; niais cet inconTénient disparaît 
lorsque les obsenrations 89/lt assez rapprocttées pour que^^^ 
Ton laisse ^j^velopper les coordonnées des positions corres* 
poi|t}antes Sk séries ord^mié^ suivant les puissances as- * * ' 
cencîàptes des inlervalles de temps écoulés, et c'est main- 
tenant ce qui va nous occuper, - - 

17. Développements en série des coordonnées d*une 
planèu* — Soient : 

JTq) JKo» ^Of les coordonnées du ne planche dans une 
position déterini iK ( , par ra^iport à trois axes de di- 
rection fixe passant par le centre du Soleil^ 

X, jr^ jSy les coordonnées de la planète dans une posi- 
tion quelconque; 
le temps qui sépare ces deux positions, considéré 
comme positif ou négatif, selon que la seconde po- 
sition est posféricure ou auicuieure à la seconde j 

<= (£).' y» = {î)y *'.= (S).' 

santés de la vitesse à Torigine du temps paral- 
lèles aux trois axes coordonnés. 

On a, en supposant t suffisamment petit, 

L'accélération du mobile étant et dirigée vers le centre 

#^ 

d'atlracdon, il vient 

(«J h- =0, 

et si Ton posR 



dr dx dy dz 

3.. 



n 



S 
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on déduit de cette équation par la diiTérentiatioo 



_ 



/3 A 3.5 { , i .i.jj^ dx ]u/ 



On obtiendra aio»i, en supposant f s o dans ces formales, 
les valeurs des coefficients des puissances de t supérieures 

à la première du développement ci-dessuâ de a;, en ionc- 
tion de 



et en posant 



„ » fi 3 a*, 

T=:l— -ÎT' »- 



rj 1.2 S 1.3.3.4 
on trouve 

et de même 

18. Si nous supposons que l'on connaisse deux positions 
de la planète ou Xo, jr^^ 20, z, et le temps écoulé t 

supposé asses petit pour que l'on puisse en négliger les puis- 
sances supérieures à la troisième, les équations (9) sont li*> 
néaires en x', , j\, z\. que l'on pourra ainsi calculer, et 
1 un sera rarneiié pour la déierminalion des éleuienls de 
Torbite au cas étudié au n^ 14. 
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. remanjnera que Toin IL ^ 

OU, en vertu des trois équations déduites de hi formule (a), j ^'J 
en représentant, pour abréger, par la vitesse corres- 
pondant à la première observation) 

quantité qui se trouvera ainsi déterminée. 
On peut calculer immédiatement a et e au mojen de 5o, 

en effet, en éliminant ^ entre les équations (a) et (3) 

du n** I) remplaçant <f par ^^et A, h par leurs valeurs 

du n? 2.^[^obiieuj 




d*où, en dilTérentiant, eu égard à la valeur r ^ de 



et enfin 



I I I (Is 

r a fit' 



On voit aussi que les quantités Sq et qui entrent dans T 
et U, ne dépendent que de la forme de l'orbite et non de sa 
position, i*^ (f6 

i9. Admettons maintenant que Ton connaisse trois 
rayons vecteurs Tq, ri, ri, et les temps f, t' employés, à par- 
courir les intervalles qui séparent les deux derniers du pre- 
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r mier-, les équations (9) donnent, en Diisant la .somme de 
leurs carrés, 

* 



* I mat 



i 



mais des équations (10) des n^ 2 et 18 on tire 

41 vient doue 

On a de mèipe, en désignant par T'y U' ce que deviennent 
T et U en y remplaçant t par t'. 



et en s'arrètant aux termes du quatrième orHre en l', on 
(f) aura deux équations qui permettront de déterminer 5o, d^J^ 
^ par suite a» et et enfin les autres éléments de Torbite. (l] 

§ in. DÉTEaMIBÀTION DES ÉLÉltEBTS d'uHE OBSITS 

COKÂTAïaS. 

20. Le problème de la détermination dés éléments d'une 
, ^ orbite cométaire au moyen de trois observations, sur lequel 
*\ Newton s'est exercé le premier, et doDt il n*a laissé que des 

* ^ s'olutions imparfaites, a occupé^ depuis plusieurs grands 
'* géomètres: Ëuler, Lambert, Olbers, Lagrange, Laplace, 
Legendre, qui ont proposé des formules approximatives 
. » d'une application plus ou moins facile. > 

La méthode qui se prête le mieux au calcul est celle d'OI- 
Lers, telle qu'elle a été perfectionné par Gauss, à Poccasion 
de la secoade comète de i8i3, et c'est la seule que nous ex- 
poserons, 

* ? ' * . « 
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Soient {fig* i) : 

T. le centre de la Terre; 
jV, le nœud descendant de rëciipti<|ue ; 
S) C» deux positions contemporaines du Soleil et de la 
comète; 



39 :i 



A = SX, Q = iS 1 5, la distance du Soleil à la Terre et la ^ Z 
longitude du Soleil; {#i»tt»«^4j ^ 



-a 



p = Tl, la distance de la comète à la Terre en projection.^ ^ f . 



sur Fécliptique ; . ^ 

a =Ct]^, la loni^itude et la laUtude de lai'^ ^ 

comète; itteii i»rw»'«^J .y " f< 

r= SCy la distance de la comète au Soleil. ^ ^ (VfeiiMKe ^ 

On a 



4 /> 



% r -S. 



r-ri r~7 .'^■^-^ 

r=CS= va-4-Sl = v^p*toDg^p-f-^ ;«h p^-^»Kf>cos(« — (îj 



En affectant des indices o, 1, a les lettres qui se rap- ^ -{^Jt - 
portent a la première, la seconde et la troisième observa- 1^ 



uon, et posant 

f, = Mf», cos^ — ô,)cosft=cos^i<„ cos(a, — 63)cos[i,=c9SiJ*,,^ | * 

^^^^ 

il vient 



*3 - ~<"' 



V cos'p. 



= y/^^ — aBjiiji,i»«{«,— B,)-i-a; 



* 2 



Concevons que Ton rapporte la comète à trois axes rec* 

laiiguiaires So- jSj^, S-s pabsauL par le centre du Soleil, l'on 



• 4 



I 



•i î ■« 
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rëquatîoii (a) devient 

(3) rs=:^a>+^>ftin'fy 

elles équations (i) 



(4). 



r, = 




Nous allons maintenant chercher à calculer approxima- 
tivement la valeur d« M* ^.^^y 
Les formules (g) du' l7/aonneiit| en conservant les 

notations du u" 19, 

or, = JîoT H- TJ, ^ 

M 

d'où Ton tire, par rélimination de x',, 

(P) U*4P» — ÎJ'4?,-HU*l=Of 

en posant 

U"=TU'— UT', 

et Ton aura deux équations pareilles entre les coordonnées 
de la comète, parallèles aux deux autres axes. 

En remplaçant les coordonnées de la comète par leurs 
valeurs déduites des équations (a) , on trouve 

trp»cosa»*«U'pi cosat+UpsCO^Ot . 
s= U^R« co&«« — U'Ri oosO, 4- 17R} tés 0», 

(5 ) {' tl" fô sin a, — U' Pi sin a, H- U pj sin «j 
:^ U^Ro sin 9».— U' R, sin Ô, -t- UR» sîn9,, 

U" p. tang p. — U' p» tang IJ^, langg, = o. 

Désignons par X, Y les coordonnées de la Terre paral- 
lèles aux axes Sa:, Sj", lesquelles sont égales à — R cosÔ, 
^Rsin^, et'^par X', Y' Içurs dérivées par rapport au 

0; Volt CaW^îi h-S-î,»»' {k* U ii^* 



t 
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temps ; elles satisferoot a des ëquations de la même formé 

, que les ëquations (9) du 17, et» en représentant par S 

et T ce que devieunenl alors les fonctiouâ i el L, ou a 

I 

et les seconds membres des deux premières équatîons^(5) 
deviennent respcctiyemeut 

^ X* (— u-^H- u'e — jTW) + x; (U'r — ifV) = u 

yf^ Y, (— M" -i- U'0 — W) -H Y*. (U'ï — l>ï') == L'; 

or on a, en sWrètant aux'ifefmes du quatrième ordre (17), 

4''î 



d*où j 



et de même, en appelant S réquivaleui de s pour la Terre, 



Substituant ces 'différentes valeurs dans L et L', négli- 
geant les termes du cinquième ordre et posant 



11)^:^-;^:^^-^^ .A 



iisî'u' V**"* î" ? I Y'^ a^t*** iâ^-j^ jîîili C!uki6l< 
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on irouve 

L = — w (x,^-^±i.x;), 

or X« -f - X', y Y» H- "^" ^y^ rcprësenteDt, aux termes 

du second ordre prés , les coordonnées de la Terre au bout • 

du temps — ^ compté à partir de la première obserTatîon. 

Si dom; on désigne par R' et 9' le rayon vecteur du Soleil et 
sa longitude & cet instant, et cpii seront donnés par les 
tables, les formules (5) deviendront 

Il3"p« oosa« — U'pi oosai+Ups GOse(,s= — WK' cosO'y 
U''pa sina« — U'p, sin«, + Upt 8ina,s-* W&'sinO% 
U"^, Ungpj — taog^i H- Upi tangp,= o. 

En divisant Fnne par Tautre les valeurs de Up^, U^'^q 

([uc 1 oa lire de tes ccj^uaUuus, ou irouve 

/-X P _ M - tangp,sin(y-^oe>)>^taPgP»sln(0^>-«,) U*^ . ^ 

Si les observations sont suffisamment rapprochées, on 

pourra prendre approximativement s ■ ^ » w ^M «e trou* 

vant déterminé, les équations (3) et (4) ue renfermeront 
plus que Tinconnue u. 

Cette inconnue se déterminera par tâtonnements, en 
cherchant i faire satis&ire les valeurs (3) et (4) de c ^ ^ 
et To, i\ à Téquation ^) dit n® ^r*^^ devient, dans le cas f 4 
actuel, r^l ' 

en employant le signe — pour le second terme du second 
1 '''' i«t«^*ci ij«-*tr. • 

(ij ;|.s,^» JoiH^i* UM* n^k^-: c*5î. ^ I--» i-f • ^'^^^^^'^ 

» 
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w membre, attendu que, d*après l^hypotbèse sur laquelle est 
^ basée la détermination de Torbite, t^correspond à un espace 
^angulaire moindre que i8o**. 

La quantité u étant connue, on en déduira la valeur 
de par suite celle de pt« 

21. Soient maintenant 

Ào9 ^1 les longitudes hèUocemriques de la comète 

dans la première et la troisième observation; 
^Q,'L ies latitudes héliocen triques correspondantes; 

Vo, i^s les longitudes dans l'orbite: 

i l'inclinaison de l'orbite sur récUplique pouvant prendre 

les valeurs comprises entre o et 90^, en distinguant les 

mouvements direct et rétrograde; 
Q» la longitude du périhélie; 
D la dislance du Soleil au pcrilielic. 

On trouvera les coordonnées béliocentrlques de la comète 
^u moyen des formules suivantes : 

p« oos(«» — Gt) — R«= r« cos^t cos(>« — 0«), 
(»• 8in(a»— S«)s'*t<^^»s>n(X,»9«), 

'j 

Po tangPa = /*, sin^o; 

ptGOs(ae« — Ot) — Ricss rtG0sdsC0s(Xs — 9t)» 
^ /)r«?s-(«,— 0,)= r,cos*,siD(l, — 

^3 tang — r, siu Oj. 

On déterminera la longitude A du nœud et Tinclinaison 
de Torbite à l'aide des formules 

[1^ 1^ dl tang»« = UDg i sio (X. — a ^ 

± *^"S ^1 - tang ^0 cy g, - \) \ ^^^^ _ 

♦ 

(*) Nont nppellerons quê le moiiTemant d'uD« planète ou d*une eomète 
est dit kiUœentrique ou géœentri^ue telon qu'il est rapporté a« Soleil o« au 
^ (lobe terrestre, ebaonn d*eni étant eovidéré oomne fixe. 



.Ç*^ V '^Y^^ 



t 



fl] V"*»? Utile;!), «•wW • * 
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le signe stip^rieur est pour le mouvement direct, et le 

signe iiiiéi ieur pour le mouvement rétrograde. 

On aura, pour calculer les longitudes dans l'orbite. 



.tang(p, — û), 

— Ei-i-- i = tang (c, — û , ) 

ces I ° ^ ' 

et, pour déterminer et D, 

équations qui se déduisent de celle de la parabole. 

Nous ne nous arrêterons pas aux démonstrations de ces 

différentes formules, en raison de leur simplicité même. 



^ ^ r I 
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CHAPITRE IL 

DES PERTURBATIONS DES PLANÈTES. 



51. — Éqvatious mrF£iii3mBLL«s ©u mouvement ©'trii 

SYSTÈME DE POIKIS MATÉiil£l.S SOUMIS À LEORS ACTIOlîS 
MUTUELLES* 

22. Soient M, m, m\ m",..., les masses de plusieurs 
points matériels qui s'attirent mutuellement, proportioa- 
nellemeut à leurs masses et en raison iuveise du carré des 
distances» et proposons-nous de déterminer les écpiations 
du mouvement relatif des masses m, m'» m^,.««» par rap* 
port i trois aices rectangulaires de directions fixes Mo:, M/, 
• passant par le point M. 

Soient X, j"^ z les cooi doimées du point m, et r sa dis- 
tance à Torigine M \ pour une autre masse nous emploie- 
rons les mêmes lettres, mais accentuées de la même manière 
que la lettre m qui représente cette masse. La disunce de 
deux des masses m, m', m", . . . , sera indiquée par la lettre p 
affectée respeciîvejiRul eu liauL et en bas de 1 accealuation 
de ces deux masses. 

Pour arriver au mouvement relatif chercTié des masses 
niy m\ m^,..., il faut concevoir qu*on leur imprime ainsi 
qu'à M une vitesse et une accélération égales et contraires 
à celles de ce dernier point qui se trouvera ainsi ramené au 
repos. Or, en supposant i conformément à ce que 
(i) nous avons dit au n^ 3^^i l'accélération de M est Ja résul- 
tante des accéléralious - 5 diiigtts de M vers m, 

r r * 

/ ni , M /w' m" . , 

f/i celle de m se compose de - j —5 p-, . . . , dirigées 



» 
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mpectiyemeiit de m ven M, m\ m",... ; on a donc 



» « 



m' a:* m' — x 



m" x" m" dp* — 4? 



Si 1 on donne au signe la sigaificatiivi connue de^omnie» 

que Tou pose 

et comme aux deux n*** â et 3 
il vient 



et de mène 



(3) 











dy 

■+- 

di' 


7^ ~~ dz' 



Pour obtenir les équations relatives à m', m", m ",..., il 
suffira d^accentucr convenablement r et les coordonnées 
X, jr^ z dans les précédentes, et c'est sous cette forme que 
ces ëquations permettent d'aborder le problème des pertur- 
bations des planètes. 

Si l'on pouvait intégrer ces diverses équations, elles don- 
neraient les coordonnées des points m, m' ^ m'',..., en fonc- 
tion du temps, et Ton pourrait ainsi déterminer à chaque 
instant la position de ces points; mais malheureusement^i 
dans Fétat actuel de la science, celte intégration est împos- 
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* 

sible mAme dans le cas simple oà Ton ne considère que 
trois corps M, m, m\ et Uod ne connaît qu'un petit nombre 

d intégrales de ces équations fourTiics par les principes du 
mouvement du centre de gravité, des aires el des forces 
vives, intégrales que Ton peut par conséquent établir direc« 
tement, et c^est ce que Ton a de mieux à faire au point de 
vue de la simplicité. 

â3. Soient ^) y}, ^ les coordonnées de M rapportées à 
trois axes fixes dans l'espace, parallèles è Mx, M/, M«; 
les coordonnées de^^^éiant a: -h y-^rt^ + (9 a, 
d'après le principe de la conservalîon du mouvement du 

centre de gravité d'un système matériel uniquement soumis 
à ses actions mutuelles, 



d'où 



, in • 



m 



et en intégrant, 



m 



(') En suivant à Irès-peu près la méthode d'exposiiioii adopt^^e par 
If. BoQel daiM ta thèse poar le doctorati nous avons reproduit dans une 
Hôte placée à la fin du wlame les théorémee remarqmblee auxquels font 
pairenos HM. Hanllton et Jaeobi en cherdiant à réduire les difficultés que 

présente Vintégration des équations de la dynamique. Nous avons terminé 
cette Note en indiquant Tapplication que Ton peut fiiirede ces théorèmes au 
calcul des perturbations des planètes. 

Nous r^rettous t^ue les limites que nous avons assignées à cet ouvrage ne 
nous permettent pas de reproduire le beau travail de M. liour sur le pro- 
blème des trois corps, et pour lequel nous renverrons aux 36* et 3;* cahiers 
dn Joanudde l'École l^ofyuéktù^ue. 
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a ex h étant deux constantes arbitraires; on a de même, en 

représentant également par a', b\ a", h" quatre auires 
constantes arbitraires, 



^_ yt — 



mz 



m 



24, Le principe des aires appliqué au mouvt aieiil relaiif 
de m, m',..., par rapport à M donne, en remarquant que j 
les forces dues à Taccélération de M prise en sens contraire / 
iîmniissent seules une somme de moments qui ne s* annule ' 

OU) enremiplaçant^? ^ par leurs valeurs tirées de l'é- 
quation (a) et de son analogue relative à 



m —— — 



mz 



d'où, «n appelant C une constante, 



2 ■■" ^ rf>j- 



• « 



>« «- — «3-1 H «y"» -7-- y w^ssc, 

A' \^iit,.\dtj ...x? '^é'^ «V^ ' 
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ëqnation qui peut s'écrire ainsi : 

On obtient deux équations analo^esen prenant Mx, M 2 
pour axe des moments. 

Le principe des forces vives donne, en appelant w la 
. vitesse de m dans son mouvement relatif par rapport k M, 
et h une constante, 

, d*i du , , . 

et en remplaçant par leurs valeurs en lonc* 

tions de jr^ z déduites des équations telles que (a), et 
effectuant rintégration. 



et eoiin 



2^ ^^^,|- (d:r—ito-)'.4.(rfr— <<y^)'-H(^— ^l' I 



J 
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Cette intégrale première et les six autres que nous avons ob- 
tenues aux ^ et sont les seules que Ton ait pu tirer 
des équations (3) téttmeê anx équations semblables relt» 
tires eux masses m\ m^,..., et dam cet état de c&osn 
en est oUlgé, pour arriver à des véstiitais utiles peur T As^ f ' 
tronomie, d*avoîr recours h la méthode d'approximation \ 
due à Lagrange, basée sur la variation des cuiistaïues arbi- 
traires, et que nous allons maintenaot exposer. ^ 

4 

§ n. — Tbéorib des vnTimBÀTioiis ras WLAvktu, 

26. Le problème que nous nous proposons maintenant 
de résoudre ne consiste pas k déterminer, même approxi- 

Diativeinent pour une certaine période, la forme de la tra- 
jectoire de la planète troublée, mais les éléments des ellipses 
que tendrait à décrire successivement la planète si, h chaque 
instant, les forces perturbatrices venaient subitement à s'an- 
nuler. La trajectoire n'est alors autre chose que Tenveloppe 
de ces ellipses, ou encore, si Ton veut, une ellipse qui se 
déforme k chaque instant en changeant de position* 

S7. Méthode de ht variation des eonstan te» arbitraires, 

— Reprenons les équations (3) du numéro ■ pwuecdont - 

rf? r» ~ Tfe ' 



et soient 



dif dr dz 

""•^a?' 



les composantes de la vitesse w du mobile estimée suivant 

les trois axes coordonnés. ^ 

4^ 



Digitized by Goo^^Ic 



TBÀITÉ ÉLÉMENTAIRE 

/ Les équations précédentes sans seconds inemlires, et par 
(conséquent relatives au mouvement elliptique, donne- 
Iront six intégrales premières et complètes que Ton pourra 
/combiner entre elles de manière à en obtenir six autres 

^ qui ne renfermeront cliacuue qu'une coiistautiî arbitraire. 
Soit 



{a) a,=^F{x, jr, z, iv,, w^, 



l'une de ces dernières intégrales supposée résolue par rap- 
port à sa constante arbitraire a^. 

L'élément wdt do chemin, décrit pendant le temps dt^ 
sera commun à Torbite troublée et à Tellipso dans laquelle 
elle se changerait si la fonction perturbatrice R venait tout 
à coup k 5^ annuler, ellipse à laquelle est censée corres- 
pondre l'équation (a), et pendant cette durée la même équa- 
tion sera satisfaite pai h s deux trajectoires. Mais au bout du 
temps dt, la vitesse estimée dans le mouvement elliptique 
a reçu, pour devenir la vitesse réelle, un accroissement 
géométrique mesuré parTaccélération élémentaire due aux 
forces perturbatrices, ce qui correspond aux accroissements 

— — at^ --7— dt^TT' dt donnes aux composantes iv,, 
, dx dy ^ dz 

't! de la vitesse. Il suit de là que la quantité ne peut plus 
être considérée comme constante; (|iiand il s'agît du mouve- 
ment troublé, et qu'au bout du temps dty elle a subi la 
variation, 

I / da^ dH dû^ </R dag dVi\ ^ 

^ ' * \d(Va dx dwj. dy dw^ ds ) 

« 

On peut mettre cette équation sous une autre forme qui 

permet d'expi inn r trùs-àimplement les variations des élé- 
ments elliptiques. A cet cfiet on substitue aux dérivées par- 
tielles de R par rapport aux variables Zy ses dérivées 
relatives aux six constantes arbitraires a»» at , a^, 
>i(^, introduites par l'intégration des équations (i) sans 
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8econ<i^membr^, et en fonction desquelles on peut conce- 
f oir que Ton ait exprimé ces trois variables ainsi que w^^ 

Ona 

en représentant, pour abréger, par Tune quelconque des 
six constantes et par la notation symbolique S la somme 

des termes obtenus en donnant successivemenl à Tindicc / 
ses six valeurs. 

Si Ton substitue ces expressions dans l'équation (a'), on 
trouTe - 



*~ S i ^Az, da^ doi fia, 

"~ \diva dx «ftiy djr d»t dz j dàt 

Or| la fonction R étant indépendante de w^, Wj^ tv., ses 
dérivées par rapport à ces trois variables sont nulles, ce 

qui donne * 

^ </R dûi ^ dR. doi dK dût 

Multipliant la première de ces équations par^ Jr, la 

seconde pw^^'> uoi6ièiiiu par^iif, et luiranchant 

la somme des résultats obtenus de la valeur précédente 
de dao , on trouve 

en employant la notation symbolique 



(A) 



[ . d(i„ (îti, deio clfi, fla^ <•///, dda dai 

r/ffo ddi dao dat 
da', dz d-4 dwt * 
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eB vertu de laqudJe op a >^ 

I/ezpression ci-déssus de da^ est remarquable en ce sens 

que les coefficients des dén\^ées partielles de R y de- 
viennent indépendants du temps après la .substitution des 
valeurs de x, y, iv^^ w^, relatives au mouvement 
eUiptêqua exprimées ^ fonçtign des eomsiantes at etdei* 
fin effet, on a, en difiG^ren tient par rapport au temps, 

fia,- dtïi ,(!a^ da: ^dn^ dp,, da: 

d(a^i) = - — d — d~--i---d j - J — 

7 UiK»g dx dtVg dx dx dtv^ ^» 

m 

doo ^dai dtti ^da^ ^ d '^^* *^^* d 
dWj df dvi»j dy dy dWy dy 

. dn^ ^ dai doi ^ dn^ ^ doi ^ da^ dn^ ^ doi 
\ dw^ dz dwt di dz dw^ dz dt.v. 

Or, en posant ps= on a, dans le mouvement çliip* 
tique ou d'après les équations (i) sans second m^ialirt», 

dt '^dx' dt ~dt~~di* 

D'autre part, a^ est une ioncliqu de x. w,, 
tv»^ les coordonnées jr, z varient avec t en satisfaisant 

. dx dy dz , 

aux conditions = — » w - = -7-» tv. == , et les vitesses 

dt dt dt 

%Vyy w« varient aussi de manière à satisfaire aux équa- 
tions (a). Il vient donc, en difTéreniiant par rapport au 

temps, 

dn^ Id^ût d^a^ :f-fi^, d-a^ 

dxXdxdt^ dx* *^ d»dy '^djpdz 

^ d'à dy d'à, dV d'à, dvV 

ajcanj^fW dxdwj dy datdtv^ dz J 

Maîsao étant Tune des constantes arbitraires introduites 

par 1 intégration des (^«jualions (i) sans second uiembre, 
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sa dérivée doil être identiqaemeut nulle pour les va- 

, /VI *^*^r ^*^a • j 

leurs (a) de donne 



Ida. 



dû. da. da. 

da.d"^ da^dV da. d\ _^ 0^ 
**" dM^0 dx dtfj^ df dwg dz 



et, en y faisant varier 

à'' a d'^Q^ d'^a^ d^Ot 

dxdt dx^ ' dxdjr ^ dxdz * 

d'à, d\ d'à. dV d'à, d\ 



dsdw^ dx dxdwj dy dxdsft dz 
^ da^ d^V ^ dft^ d^V _^ da^ d^y 
dtVg dx* tlwj dx dy dw^ dxdz'^ * 

par suite la valeur ci-dessua de d devient 

dx \^^^X dxdjr dwg dxdij 



Si maintenant on différentie par rapport au temps, on 

trouve 

, da. I d'à. ^ d^a. d'à, d^a. 

d — = l ■ ■ ■ -+- -r--5 — + 3 — Wj -h , 
dld^. \dÈ«bfif» dxdm^ dxdivj^ 

d'à. dV d'à. d\ d'a„ dy\ . 



ihvl dx dwydtvg djr dw^dw, dz 

Mais ndentité (j3) donne, en la différentiant par rapport 

à et en remar(]uant que V est indépendant de celle 
variable, 

dttt d^a. d*a^ d^m^ 

d^a,dy d^a. dy d*a, dy 
■L.^- — : — , ^ ' ~ -j- _ = o; 

dwl dx dwydws dy dw^dw, dz 
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par suite, 

En substituant dans l'expression ci-dessus de d[a^^ a,), 
les valeurs (y) et (ù) et celles qui eu dérivent^ soit eu y 
' cbaii|seàiit en a^, soit en y pennulant les lettres jr^ 

on trouve que Cette différentielle est identiquement nullci 
[l] ce qui démontre la propriété énoncée. ({} 

Avant d'aller plus loin, nous allons établir une formule 
ayant pour objet de donner les expressions de^ quantités 
(aq, Ui) sans qu'on soit obligé d'exprimer chacune des 
arbitraires ni en fonction des variables X^y^ , Wy , iv„ 
ce qui pourrait entraîner des éliminations compliquées. 

Supposons par exemple que Ton ait 

fli = F(j:, «, a„ 

il vient, en distinguant par des parentbèses, quand il y a 
lieu de le faire» les dérivées partielles des dérivées totales, 

dai ( dai\ dat da^ ^ doi "^da^ ^ dai da^ • 



dx \d.c I ddi dx da^ dx da,^ dx 
3^ 



(dai\ dui dox dui da» da^ da^ 
àtv^ da% dwg dût dt»g 



et en substituant dans Téquation (A) ces valeurs et celles 
qui eJ^T^ésuiient échangeant x en et 2y.«^-«r4Mi«a«^on 
trouve 

/ , .ddi dai . .dOi 

(B) («•, ai) = tu,, <?j4-(ao> -h ^^'dâC 



formule dans laquelle (^o? ^i) représente la valeur de 
(âo , fh) obtenue sans égard à la variation des arbitraires 

«1 , «2 1 î considérées comme constantes absolues, et qui 
pei nietiri*|le calculer facilement [a^, a^) loisque les arbi- 
traires seroutimmédiatcuieut données en fonction des va- 
riables X, W^, %Vj^ IV.. 
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28. Application de la méthode de la variation des 
constantes arbitraires auw perti4rhations des planètes» ^ 
En supposant 3), pour simplifier, = i, nous ayons 

trouve aux u"* 2 et 14, pour les intégrales du mouvement 
elliptique, 

, , « 2 t ^dp , 

Dans la dernière de ces équniions, désignc^j^a longitude 
du périhélie, relativement à la ligne des nœuds prise pour 
origine des angles v>\ nous réservons la lettre tù pour repré- 
senter la longitude du périhéli^ par rapport a une autre - 
droite comprise dans le plan mobile de l'ellipse, et que nona 
définirons plus loin^ 4t ^» y^*^***^/". 
Gn a de plus les relations « 



tttgf=ï— ^> taiigK = — p, {y 



Nous choisirons provisoirement pour les six arbitraires 
introduites par Fint^ration des équations du mouvement 

elliptique) /, ^'i, et les (juantités A:, (p, a. substituées aux ^ 
constantes c, c', c"^ auxquelles elles sont liées par les équa- 
tions (4)9 mais que nous conserverons transi toirement V 
pour faciliter le calcul des quinze combinaisons (09, a^) Na"^ 
entre les six arbitraires ci->dessus. 

Pour rendre plus claire Texposition de ce calcul, nous • ^ 

allons établir sous la foiiui de Iciwnas quelques propriétés \^^^ 
relatives à c, c , d'^ qu'il nous est utile de couuaitre. ^. 
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J.EMME J. — Toute Jonction a. cies comuiniei c, </, d' 
satisJaU à i'é^uation 



X 



dw. 



dai 

2 — = O. 

diVt 




dw, 

On a en effet, en vertu des deux premières équations (3), 
d^^ de dw^ dt/ dw, ^ dif 

• 

et en substituant cette valeur et celles qui en dérivent pour ' 

dili dHf m f , 

^> dans le pi<emier membre de Téquation ci-dessus, 

on trouve qu'il devient identiquement nul. 

Lemme II. - — / alcurs de quelques-unes des combinai- 
sons qui rënfeiment les constantes </, c", 

La détermination des eombinaisons suivantes ne présen- 

lanl aucune dilliculté, il nous a paru huflisaiit de désigner 
les équations qui, en Outre de (A) et des trois premières (3), 
ont servi 4 l^^fanÀef , '^«i .ij-^. % 

Formule» emplirfém 

d-, (c,e«)=— c-, (e',c") = *. 
O» («I «0 = 0. (»» ff) = o, 

(e/.')^ + («,^)J = o. 



(c", c) î + (c", c') j = o. 



(B), (A'), 3* éqoat. (4) 



■ 3* éqoat. (4) 

» i"équat. (4}> 



« 

^ Nous déterminerons plus loin Ils valeurs des combinaisons 

dans lesquelles entrent c" avec i^i. 

*'V \ • • ^- ' ' ' 

y 4 . ». I V/..- ^ ^ , % .. . ' : 
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29. Combinaisons qui na renferment ni l niv^. — Si 
ïon applique ia formule (B) h la dernière équ#lioii (4)» ^ 
ayaDt ^ard au second lemme ci-deasiui, on trouva . 

(a, k) = [a, c)~-\- (a, c ) +- ^û, c ) — =r o, 
et Ton obcieni d« même 

« 

(a, ^) ~ o, 
(a, «) = o, 

30. Combinaisons entre l et (p, a. — En remplaçant 
dans la seplième é([uaiio(i (3) a])ai sa v.aleur tirée de la 
précédente/i^a obtient un résultat de Ja forme i^J. 

(t) / = _^4_F(«, X,r), ^•: 

d'où, en considérant a eik comme constantes et en obser- 
vant que = a:* H- j^* H- a*, 

f// ^ 

et l'ou a deux équations pai cillcs par rapport à et s. 

La formule (B) appliquée à Téquation (e) donne, par 
fluite, relativement à Tune quelconque des quatre con- 

siantfjf «, A, 9, a, 

en remarquant que / est indépendant de iv^ , et que 

le terme (a, /i,) ^ H- (A", a,) ~ est nul en vertu des équa- 
tions (5). 
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Le premier lemme du n? 28 étant applicable à <p, «, Ar, 
qui ,ne dépendent que de </, la formule ci^essus 
donne immédiatement 



(6) 



(i, a) = 0, 
(/, A) = o. 



De la quatrième équation (3) on tire 
d'oùy en supposant Ui^a dans la formule 

et comme l'équâtiou (e) donne 

^1 — £ 

1 il vient 

(7) (/,«) = -.a«»- 



31. Combinaisons gui renferment f^i, — En rempla- 
çant e par sa valeur tirée de la troisième équation (4), la 
^ dernière équation (3), résolue par rapport à 1^4, donne une 

expression de la forme 

daus laquelle on devra considérer comme une fonclion 
^ de f , en vertu de la relation 



obtenue en projetant r sur Taxe des z. 

Des deux équations précédcnios on déduit, en remar- 

« * 
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quant que H =s 7* -H 

Lbkmb'. X)65 combinaisonn dans lesquelles entrent 
c"' et 1^1 . 

La formule (B), appliquée à réquation ((5), donne, en * 
ayant égard à la formule ,(*têl à celles des n°' 28 (lemme 11) 
et29, - -, W 

On calculera les premiers termes des seconds membres de 
ces équaLlon s en*appliquani la formule (Â) à la dernière des 
équations (3), résolue par rapport à cos [y — l'i), dans la- 
quelle on devra considérer les arbitraires comme des con- 
stantes absolues^ et Ton trouvera de cette manière •\ 

/(ir.,c)=:0, 
(\) f ^ ' rsiQfcosc» ' 

* ' rsinf ces*' ' 




n est inutile de développer davantage ces formules pour 
' l'usage que nous devons en faire. s 
t Cela posé, pour calculer ( Mi , ) « nous remarquerons que . /> - 
i'- « étant uniquement fonction de c", Uexpression (i^,,a) • 
f * obtenue eu considérant ces deux arbitraires comme des * 



5 



I coiistantes absolues est uulle; on a donc, en ayant égard à 
<^ ^ I la seconde équalîon (4) et aax formules (k)y 

^,1-^1^ (^., «) = (^.. ^) 5> (^.« O ^ = j^;^^ (— ?~j 

: - tî / mais dans celte cxpressiuii, d après le 29, le coeflGcient 
\deJ«W.u.rech<«e<,ue 

• ^ il vient donc, en tenant compte de la ppomior e des for- 



1) ^ mules (x), 



' rsinfcosp ^siSf rsin*f oosf 



^ j ^ OU y en remarquant que 



i Mi cosy _;cos'« /3}(f) 



'i ■ V ^V^P®"** Téqualion du plan de rorbitc elliptique,*^' 

\! ^ y) CodskIlu uns maiiilenant l'une qucl( onque des deux ^ 



arbitraires a et /î, et appliquons la iormaie (B) à l'équa- 



<{ tien (d)} en observant que 

^ JL^I'- • (*'•'") f 

* jLj d'après le n° 29. On a, en opérant comme au n" 30 et con- \j 

''^^•^ . ••« ,.•; . . , 



) [lurt ufH» vew-^ifl^ jiWé li»*'^ ^^u-ijiJ iivi^u-^ îiO^t*. UwL;e«4 
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sidéra tu v comme une arbilraire fonctioa de 9, 

(<'i»«0=— (-«^ili ^X-: --r-H-(«, «,)-7- 



\dx 



^ àoi^ ^ dat dp daA d» 

dx i^^"^ d^ dw^^ '^d^,} "^^ï'»*')^;' 

équations (y.), 

rsiDfCO»/^ ^""^ S" ri 

Si roii suppose d abord û,- = a, les équations {n) et (x) 
donnent 

" ' da da da dr 

rfiti», dWt dt 

z ( da da da \ i dtt 

H sio y cos \ * <;Éf / 3* 



CL 



et comme, , sa on a 
011, d'après la première équation (x), 



(9) ==0, 

Si nous supposons maintenant <i/ = ^, en ayant égard au 7 
premier lemme du n*> 28 ci aux valeurs (a, A) = 0, (c^, A) = o ( /, , 
obtenues plus baut, on trouve / i ^ 

(10) . (•'„^)=: — I 



I 4 
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De la relation 
on tiré 

cl*où, en vertu des équations (X) et (10)^ C^^*t)^^ 

II) f y LO 
^ (II) -jT'^^ 

11 ne nous reste plus mainleuaiil (jii à dtiei mim^r la va- 
^ leur de (y, D'après l'équation (e)^ /Ist une fonction de 
^ e, ay ky et de la variable ^qiie l'on peut considérer elle-» 
même comme une arbitraire, et Ton a par suite 

0^ (.'.,/) = (<-., r) 2 + (.., «) ^ -^h, *) ^, /S) 

} 

ou, diaprés les équations (9) et (10), 

D'autre part, (l'équation (0) donneji^ 
en remarquant que 

\ 1 do do dm\ 

[l^j dont la valeur est nulle (28, i*"* lemme)^; en ayant égard 
anx équations (yi), 



da dr da dr da dr 
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il fient donc 



et 



^ " ^ dtdrda dk da dk 



en remarquant que Téqualion (e) donne 



dr dr 



* Si pour ~i substitue leurs valeurs tirées de laN'ff 

septième et de la huitième équation (3) mise sous la forme/ 



— "1) = » 



er 



en y regardant e comme une fonction de a et on trouve I 

(12) = 0. * ' 

32. Expressions des variations des constantes arbi- 
traires, — SidansFéquation (ajfôn^substîtue successivement 

à ao et Oi les quantités a, l, A, et, ^ en ayant égard aux 
valeurs (5), (6), (7)^ (8), (9), (10), (ii), (ta) ci^essus, 



on trouve 



da=s%t^~^f 
dl 



(i3) 



dl 
dk 

dPi 
dx 



a«* -7- 



1 



cot f dR 



dK , 



1» 



A' X- sin f </« 

5 

f/J y^lt L Mit JU ^ /• /IWA 3c /i.p- * 
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33. Formules qui expriment les vat talions des éléments 
elliptiques. — Soient {fig» a), sur une sphère d'un rayon 
égal À Tunité ayani pour centre celui S du soleil : 

N, deux positions consécutives du nœud ascendant de 
roflnte^ 

P, P' les périhélies correspondants, 

I Tintersection des deux plans consécutifs de Torhite, 

0) la loDgiiude du péiiliélie comptée à partir du point I. 

On a 

4 

(ffc) rf»==IP'— IPs=:R'P'— rô+IN'— m==di^»+eoSfrf«.W 

Cette formule subsistera encore en prenant, au lieu du 
point ly pour origine des angles oi), un point quelconque de 

l'orbite assujetti à cette condition que deux positions consé- 
cutives de ce point rcftncident,en rabattant l'un surTautre, 
autour de leui* commune intersection, les plans correspon- 
dants de Torbite. 

Maintenant, si Ton fixè-rorigine du temps à un instant 
quelconque après le passage au pérîliélie, correspondant à 
la longitude muyeane €, on a (12) ^'Z6 

é 

et en remarquant (10) que n = a % 
Enfin, de la relation ^ = (i — «») on tire 

X 

N 



an sJ i — I — , 

Cela posé, on pent substituer anx arbitraires f'i, 
celles e, e, que Ton considère dans le mouvement 

,1 . I 
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elliptique, et nous allons chercher ce que deviennent alors 
les formules (i3). £11 reprësenunt provisoirement par 

J ' t ^1^** dérivées partielles, par rapport à a et « (*), 

qui M rapportent au second choix d'arbitraires) pouir les 
^stingner de celles qui se rapportent au premier, ùa a 
Pidenlité 

et en y substituant les valeurs (^), (v), ({), puis identi- 
fiant les deux membres, on obtient 

da L ^ j ^ ^ 5 a • * 



ûfR _ g/t — g' dK 

rfE_rfR dK 
d^i dt dià 



dK 
da 



r^mi /dK dK\ 



Si Ton remarque que ii^ s=z a A' = y a (1 — et que 
Ton supprime le signe [ devenu maintenant inutile, les 



( * ) Od est obligé de faire cette dietfnetioii en nboa de ce que penbt les 
andenaM ctbilraifiÉ ma» Ton eoneem» e et « Bont les seules qoi eiiaimi 
dans dtn, ^tetdbb 
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ëq[uatioii8 (iS) deviennent 



as 



(i — Ji — e') -r-dt — aa'/r — dt. 
^ ^ * de 



da 



ansli- 



/ ; \</R _ ansi 

.{ji^^f[IZ^^)—dt ï- 

^ ' dt € 



d^ 
d<a 



AvizsL — dif, 

de 



an 



dK , 



sin f ^ I — 

an dR 



rff = — — . . 

sio f — tf* 

Nous verrons plus loin, après avoir donné le développe- 
ment de K en «érie) Tavantage que présentent sous cette 
forme les expressions des différentielles des éléments de 
l'orbite elliptique, pour obtenir les variations de ces âé* 
ments. 

34. Variation du mouvement moyen. — La constante 
arbitraire s se trouvant toujours ajoutée à ni {i% éq. 23'), 
on a 



d*où 



d» dm 



dK 

d% d(nt) 



dt = ^dK, 
n 



eu représentant par la caractérisiique d la différentielle 
relative au temps, prise en ne faisant varier t qu'autant 
qa^il est multiplié par n. Par suite de cette notation, les va- 
leurs de da et de de deviennent 



(l5) 



de:=z ï (,_^,_^>}dR 1 tii^ 
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De la relation n7=:z a et de T expression ci-dessus de da 
on tire 

(16) dtt^ — 3aiida, 

d'où Ton déduira la valeur qu^il faut substituer à n dans les 
formules du mouYemeDi elUpUqne. ^ " 

Soit ( = Rt -H fflft longitude moyenne qne Ton a prînd- 
paiement en vue de déterminer en calculant it : on a 

Or, en désignant par 1^ dérivée partielle de R, par 

rapport à a, obtenue sans &ire varier n qui est fonction de 
cette arbîtraii^, on a 

Portant cette valeur dans la seconde équation (i4) qui 

donne dt^ on verra que le terme fourni dans tdn -j- dt par / 

la variation de a dans R se réduit à — aa*n 9 absolu- i 

ment comme si n était une constante absolue. Donc, pour \ i^j 
calculer la longitude moyenne, il suffira d^empUryer la I ^ 
formule 

(17) <^$ = n</f-H</i, 

dans laquelle on substiiuera à di sa valeur obtenue encan-, 
sidérant n comme une conslante. 

En posant Ç =/ ndt^ et remplaçant n par l'intégrale de 
Téquation (16)^ on trouve pour la variation d{[ du mouve- 
ment moyen 

(18) = — 3 j j andtàK. |3) (r>) 

35. Expressions de da et d^ lorsque l'inclinaison de 
Vorbite sur le plan fixe est irès-petiie. — Les orbites des 

iiwVil ealUt-iJ ui/'r-^i^f \n ^ U'h . c-'^^'''*^' 
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planètes de fiiQtre système sont généralement peu inclinées 
aar le plan mobile de récliptique qai Ini-mème se dé- 
place aTec une grande lenteur. Il est donc permis de cboi- 
sir un plan fixe qui, pour une longue période, fasse avec les 

plans de ces urbiles d(^s angles irès-petits. IMais alors les» 
y'^y^ dénominateurs des formules (i^)^qui renferment sintp en 
facteur, sont eux-mêmes très-petits, ce qui est un inconvé- 
nient qae Ton évite en substituant à 9 et 0e deux autres 
aibitraires p eiq données par 

|9s=:tsngfiin«, ^stangfcosa» 

\ ' d*où 

# k . sina . _ - cosa . 

(0) — -df-^qdm, Ofsz^ df^fdtt. 

* ' cos f cos y * 

, Mais si l'on considère R comme une- louction de a et 9, ou 
' . de et ^, on a dans les deux cas la même valeur pour sa 
différentielie totale, ou 

4' 

et en subsutuanl dans cette identité les valeurs ci-dessus de 
dp et dg et égalant les coelHcients de dcc et df dans les 
deux membres, on trouve 



» 

V 



:^ aeux memnres, on trouve 



sina rfR cosa dR 
cos^y dp ^ cos'f dq 



^ En portant ces valeurs dans les deux dernières équations 
(i4)j puis les valeurs résultantes de dot, et d^^ dans les for- 
î mules (9), on aura dp et dq-^ et si Ton néglige les puis- 
j sances de 9 supérieures à la première, on trouve 




\ ï . M an. 



^l^C^ dp 



y * 
» • 
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formules que Ton substituera aux deux dernières équations 
(i4)) ei f«i aSnmt raTiBtagVyComieiioiu h Terrons plus 
loioi de réduire ^ lâ lorne linéaire avec des coefficients 
constants les écpiadons différentielles qui déterminent les 

incliuaiâous cl les longitudes d'un certain nombre tl'or- 
bîtes, ce qui est très-avaniageux au point de vue de l'inté- 
gra lion. 

La formule ((x) du 33 donne avec la même approxi- 
mation 

e^en prenant pour Tintégrale de cette équation 



oh choisit par cela même pour origine Je r angle la 
droite avec laquelle coïnciderait Voiigine de <x si Von 
rabattait autour de la ligne des nœuds le plan de l'orbite 
sur le plan Jixe, ou encore, si Ton veut, la projection, sur j ^ 
le plan de^rorhite, de ^droite fomumt V origine de a» 

La i Sonl e ^ et la' ^i a i s iim S des équations (i4) offrent '^ 
l'inconvénient d'avoir en facteur, au dénominateur, la / 
quantité généralement très-petite e ; c^est pourquoi nous / 



les remplacerons par les suivantes : 



(20) 



db = an Ji — tf» — di. 
' de 

I ï ^ 

dczsi — an y I — ^ — "db 



dans lesquelles on suppose 

^ := e sin 0* , c = 0 cosw. 

Pour calculer les vsriations éprouvées par les éléments 

elliptiques d'une planète, il ne nous reste plus qu'à déter- 
. miner la forme de la fonriiou perturbatrice R: c'est ce qui 
va maintenant nous occuper. 



* 1 
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>* 

5 III« ^ DAtSLOPPBIIKIIT eh -8ÉBIS TUfiOffOMÉIftlQVB DE 

hk FOJfCTlON PBRTUEBÀTBKE. 

36* Lemme, — Digression sttr le développement en sé- 
rie trigonométrique de la fonction (a*— aa</c08flp^<^)"»« 

On a, en te rappelant que coscp = — 9 

£ éunt la base du système de logarithmeliiiépériens, 

Si a' ]> chacun des facteurs de ce produit sera dévelop- 
pable en série conTergenle ordonnée suivant le» puissances 
|f] ascendantes de son exponentiell^ et c'est ce que Ton peut 

supposer, puisque la fonction non développée est symé- 
trique eu a et a', et que si a' était <^a, il suffirait de per- 
muter entre elles ces deux lettres. 
En faisant le produit des deux séries et repassant des 
^ exponentielles aux cosinus des arcs multiples, on trduve 

|(a» — : 2flfl' cos f -h ) 
i = 00 
= Pt -f- Pi cosf 4- F» cosftf . . = V m^f t 

^ série dans laquelle on a 

■••=^.[--{5)'-'(î)'*-(5y--} 
i»l^'=j^[-?-^-'(?)'-'--fâ'+-} 

en posant, pour abréger^ 

v(vH-l) ,.i/_ v(v + 0(vH-g) 
1.3 1.2.3 



J 



Voit CiîiUté Ji'î t.ci ^ç. ÎIS i*^ 
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Il suffit de calculer directement les coenicieiilâ Po , P, 
au moyen tle ces formules, car les autres peuvent s'en 
déduire successivement. En eflet, en divisant membre à 
membre la dérivée relative à ^ de Filiation (a) par cette 
même équation, on trouve k /il 

d'où Ton tire en développant, remplaçant les produits de 
lignes trigonométriques par des soiuines, et identifiant les 
termes semblables des deux membres, > 

formule au moyen de laquelle on calculera cliaque coeffi- 
cicnt au moyen des deux précédents, et par suite tous les -1^ 
coefficients, de proche en proche, lorsque Ton connaîtra j 
les deux premiers* 

Représentons par Q ce que devient P lorsque Ton change - 
V en V -H I , ou posons 

(a' — 7.aa' cosyH- = ^ Qi Cosif . 

Au lieu de calculer directement les coeUicioots Q, ou peut 
les déduire des coefficients P, si ces derniers sont connus, - 
En effet, en multipliant l'égalité précédente par 

et ayant égard à Téquation (a), on trouve 

t = 00 4 = 00 

2 P/co8ff = (a* — 2ii«'cosf H-«'*)^ Qjcosff, 

l*=:0 i=:0 

l'#ittii;i;»i««) ^f, Wti^^ •i^*'^ f'^-»*^^ *1' 

(i^ f*U« ï^. fiV i'fufe ;m.j4' r^vlutn-' p,iif(ryju^^4^^ 
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d où« en déir«lopp«ot et compaïaat ies tmaos tembableai, 

/ Mail de Téquation ^ on tire, en y changeant P en Q , 
V en y -f- I et * en / -h I, 

♦ 

par suiie, 

fl m > » 

et en changeant dans cette ezpreasîon i en < + 1 , 

p _ 2WQf-v(a»-f- ,/^-Q,.,. 

. Enfin rétimination de Q^^i, Qj^.j entre les trois der- 
nières ^nations cî-dessas donne pour la formule cher* 
chée 

'-'^(-^ « 

En remplaçant dans cette expression P,+i par sa valeur 
déduite de l'équation elle prend la forme 

(3ji') '^•^^^ K»-^). ^ 

Nous aurons encore besoin, dans ce qui suit, des valeurs 
des dérivées suocessives des coefficients P par rapport à a, 
itt'\ or ces dérivées se déduisent facilement de ces mêmes 

coefficients, et c'est ce que nous allons maintenant faire 
voir. 

Ën diflérentiant Téquation (a) par rapport à a, on 



' /11' - ^ , ■ ' j 



trouve 

da 

ou iV (Jj 



dp 



=-77 2é-3i '^'f' ^ 

OU encore 

et en idenlifîaDtles termes semblables, 

AI a a 

Enfin» 81 on remplace Q/ par sa valeur (d) on trouve 

On obtiendra en dîlfërentiant cette équation par rap* 

port à a et remplaçant dans le résultat leurtf 
valeurs déduites de la même équation, et ainsi de suite 

Pour calculer les dérivées par rapport à ou remar- 
quera que a, a entreut de la même manière dans P, qui 
est par suite une fonction homogèae du degré de ces ^ . — 
deux quantités, ce qui donne f • 

' 2.Ct 
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d'où Ton déduira et par la différentiatioD, 

— —» • • • 

37. Développement de la fonction perturbatrice dans 
Vhypothèse d^orbites peu inclinées et d'une faible ex* 
centricité, — Considérons Tun des termes de la fonction 
. perturbatrice R ou posons ( ) yt-v 

b — J* 

Soient 

t.' les projections de r, r' sur le plan 
t>, les angles qu'elles forment avec l'axe des x, U est 
. visible que 



r' = ^ï,'*4- s'' , j: = vcos<^, jt' = J cosv'; 

parsuilC) 

Si 

^ ' i»^COS(/ — p)-f- s^g" ! 

Les valeurs de v', v, v', 2, s' ne diffèrent de celles qui 
résultent du mouvement elliptique ou qui seraient uni- 
quement dues à l'action du Soleil que par des quantités de 
Tordre des masses m\ m'',..., puisque ces quantités se- 
raient nulles si Ton faisait abstraction de ces masses. Mais 
comme R est du premier ordre en m', et que Ton peut en 
général négliger les termes du second ordre par rapport 
Vaux masses perturbatrices, nous suj[>pu.serons, dans ce qui 
^ suit, que i.'; w'; z^z' se rapportent au mouvement 
^. elliptique. t 

Gomme nous Favons fait remarquer au n*^ 35, on peut 

• * ^ ' • »•;." • - * 
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choisir le plan des xy de manière qu^ii comprenne avec 
ceux de ces orbites des angles très-petits j on peut alors 
développer Texpressiofi ci^essos de R en série ordonnée 

suivant les puissances ascendantes des petites quantités z^z'^ 
ce qui donne 

R I t>«»(«>* — tf) 



I 



^ fi 



Soient maintenant a, a' les distances moycniies au Soleil 
des planètes m, m'; £,e' leurs longitudes de répoquccoiuptécs 
à partir de Taxe des j:, en supposant (35) que les plans des 
orbites se trouvent rabattus sur celui des xy^^n^n' les vi* 
tesses angulaires moyennes des deux planètes. 

Posons 



5 -4 



/ 



1 = 00 



1=00 



cosi 



1=0 



Les quantités a, y^y dépendant des excentricités et 

des inclinaisons des orbites, seront généralement de pctitea 
quantités, suivant les puissances ascendantes desquelles on 
pourra par conséquent développer R, et les coefficients A et B 

ne sQût auu e chose que ce que deviennent les coefficients P 

et Q du numéro précédent dans l'hypothèse y = - • On 
trouve facilement en partant de là que le développement 



(3J 



ï 



Z 

>î i -V 



M» . : 
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de E a pour expression 



t 



V (.) 



l 



A<4-« — cr-t-a — ff'H ff' 



2 



1 = 0 



1=00 



2 ' 



- 2 'ÏX— x)(Ai+û^'i-l-û'^a'4-...^sin/(/i7-iil+«'--f). 



En remplaçant dans les formules pr^édentes a, ^ et 

par lenrs valeurs en séries de termes périodiques 
. respectivement en nt, fit^ déduites du mouTement ellip-> 
[y tiquAa fonction R se trouvera développée en une suite de 

termes de la forme 

m' Jco8( j'it' t — ftif -h/), 

où J et / sont des fonctions des éléments elliptiques de m» 
ni indépendantes du temps, et i* deux nombres entiers 
qui peuvent prendre tontes les valeurs possibles entre p 

38. Nous allons maintenant compléter ce calcul en né* 

gligeant les termes d*un ordre supérieur au deuxième par 
rapport aux excentricités et aux indinaisons. On a, dans 
celte hypothèse, en remarquant que r iait l'angle v — « avec 
^\ la ligne des nceudi^t qne la projection de cet angle snr le 
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plan fin M» 



79 



— ting' - siD2(ir — aj, (î^: 



on, en Tertu des équations (22') et (^V) du i^jjt' iO^ 

V = â j 1 — e cos H- s — 6* } 



+ ^ e*an 2 (n/ + • — m) — UDg' I sin 2(a/ >H t — 

En comparant ces râleurs avec cdles qui sont fonmles par 
les formules ( a ) » on trouve 

é* 

T= — eC0S(«f -f-t — «>)H [l C0t2(Ar+«— tt)] , 



tane'B . 

^ 8m'( + « — a). 



X=aesin(#ir+t— «) + ^«'sina(itf+t«^M) * 

Au lieu de 9 et a on peut introduire les variables du n° 

d'où — tMgf«n«, yrsstangfcoaat, 1 

tang<p = V/»*-Hî^ tang« = ~' 

L'équaiion du plan de Forbite elliptique peut se mettre 
sous la forme (*) 



(*) Soit en effet P In perpendiculaire alttisaée du pied de l'ordonnées 

sur la ligne des nœuds; on a . ^* 



'd*oA 



W ^/i* ^Hv^^ku\)ua^ [il cuiutM Jî.yî/ f>^^- j-juxU^ ^ 

C€« ifJriIxirLitj "J/iH^ uv'i^w^ '«-'îi^ ;'>*iir 
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^ ^ mais comme R ne renferme qne des terme» du seeond ordre 

^-T; * en z et ^'^ ou peut remplacci' dans cette expression j el x 

^ I P^'' parties de leurs valeurs indépeudautes de Texcen- 

^> ^ ' / tricité e( de l^inclinaison ou par 

"^i^^^; ' I -=9sin(nr+£) — /?cos(if^+ e). 



^( • Il ne reste plus maintenant qu*à substituer les valeurs 

f et (y) et leurs analogues relatives à m', en ayant égard au 

^ j mode d'approximation adopté, puis à remplacer les coeffi' 
> I ' cîents. A et B et ceux qui en dérivent par leurs valeurs dë- 

^ I ^ duitcsduii»36.Nou5 nous borneroiLS à calculer le terme 

^ ^ V de R indépendant du temps et qui nous sera surtout utile 

M dans ce qui suit. 

^1^1 On trouve d'abord sans diiiiculié 

^ % im' ^ \ 2 dii" ) 1 \ daf % tUf^ } a 

c / ^ . dk. ,dk, ^aa' kAeé . , . 



^ î Désignons par (rt, (a, a')', (a, a')",..., ce que devien- 

^ J neut les coefficients Po> Pt, Pty* du n*' 36 lorsque 1 ou j 

- \ ^ I 

1^ suppose V — Les formules (^) de ce numéro donnent 

î i «^M ^ ' ' la 24*' 4 ^ 4 

5^ 1 3 è 1 1 3 5 i û' 1 

Ces séries sont plus convergentes que celles que Ton ob- 
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lient direclemeni au moyen des mêmes formules (-é^J pour 

P« ^ Ao, Pf = Al dans Thypolbèse v = et exigent par 

conséquent la considération d'un moins grand nooibre de 
termes pour arriver à la même approximalion. Uy a donc 
avantage à exprimer Ao et Ai en fonction de ces séries au 
moyen des . formules (d) et en y supposant Q« = Ao,^>^ 
Q,= Al, Po = («, «'), Pi = («, a')'; on obtiendra ensuite / 
les valeurs de Bo, ou de Q^, Q, pour Po == Ao^Pjcr Ai 
au moyeu des mêmes formules. On trouve de cette ma*| 
lûère ^^{.\ 

^'^ (a'»_«»)t ♦ 

Les dérivées de ces coefficients cpii entrent dans Tex- 

pressiou de Rq se détermineui, comme ou l a dit au u ' 
par Tapplication des formules (/) et (g), A la suite de ces 
substitutions, on obtient 

ou, en posant b = e s'mui, c =: a cos w, 6' = e' sin co', 
= e' cos comme au n** 3o , ^. ^ ^ 

6 

feintai il 4t. ti. 5yi^ t'ei'v^ • 
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•» ' 

^ . Si l'on considère plnsienrs planètes pertnrbfttri^^ m', 

m!', m"\ . . la valeur totale de Ro se composera de la va- 
leur précédente ajoutée à celles qui s'en déduisent en aug- 
toentant d'une unité, de deux, etc., raccentualion des let- 
tres ié^y^dm 

. , 39. Des inégalités séeulaireâ et périoiitfUBï^ Si Toti 
' «conçoit que ^ans les formules (i4), (tS), (i6), (19), (ao) 
. (^iil^'33^'§rrsufisij tue a K son développeiiieiiL du n*^ 37 en 
: série de cosinus d arcs augmentant proportionnellement au 
temps, on voit tout de suite que Bo donnera par Tintégra- 
tion, dans les variations des éléments elliptiques, des termes 
indépendants de la position des planètes, croissant avec le 
temps, et qui constituent ce ipie l'on nomme les inégalités 
' séculaires f ps^rce qu'elles croissent avec une extrême len- 
^ teur. Ces inégalités sont iournies par les équations 

da = o. 




\ < 



, anJi — e'/ y \ «/Ro . </R» , 

1 ao J 

et l'on voit, de cette inanièi o. que le ^rand axe de l orbite 
n'est soumis a aucune inégalité séculaire. 

Les inégalités provenant des autres termes du dévelop- 
pement de R sont périodiques comme ces mêmes tetaes, 
et ont reçu pour ce motiiTle tiom ^inégalités périodiques. 

Nous allons maintenant, étudier les propriétés générales 
^ des équations (3) ou de celles qui eu dérivent. 



* « 
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40. — Posons ,\v 



I • 



la letti*e S désignant la somme de toutes les expressions 

seoiLlables à celle qu'elle précède, obtenues en combinant 
entre elles, deux à deux, les masses m, 7//, m", . . . , et les 
quantités qui s'y rapportent. On recoiittaitra sans difficulté 
que les dérivées partielles de R# qui entrent dans les équft^ 
tîons (3) sont égâles à cêllefdé là fotictkili 4», divisée par 
la masse de là plSttèie trottlllëéi Sfi l'on observé que, dans 

notre système planétaire, les vitesses angulaires n=sa ' . . . 
'.'.soDt toutes de même sens ou de même signe, et si on né- - 
glige les termes tics ordres supérieurs au premier par rap- . 
port aux excentricités et aux inclinaisons, sauf dans l'ex- 
pression de (pour un motif que nous ferons comiaitre 
ultérieurement)^ les équations (3) donnent, en ajatit égard /// 
à la quatrième équajion ( i4) du n^ 33, 

^ ' ' m da ' 
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Cl de même 

î l . I' <f* 

41. Théorèmes généraux relatifs aux inégalités sécu" 
' laites^ ^ 1^ La fonction 4> conserve une ^valeur eon^ 
stante, — £o eCfet, on tire des équations précédentes 

, d^ , d^ , 

k p J 

et^ comme ^ est une fonction de a, h, c, py al^ c', . • . , 
indépendante de f , et que les grands axes n'éprouvent pas 

d'inégalités séculaires, on a = o, ou 4> = constante. 

U est facile de s'assurer que cette proposition a lieu 
rigoureusement ou indépendamment du degré auquel on 
pousse Tapproximation ; car, en' substituant les valeurs 

^tV-de da^ db, de, dp, dq, da\ . . . , déduites des formules (3)^r 

[l du u*' 39, dauà la différentielle 

d^ , d^ d4> , r/o , r/<i> , //<^ , , 

on trouve qu'elle est identiquement nulle* 

2? La sommfi des produits des masses des planètes par 

les r acines càrrfses des demi grands axes et les carrés deS 
excentricités est constante, — Les équations (i) donnent» 
en eûet, la suivante : 

m sj'â [ b db -h edc)-h {b' db' c'dc^)-i-, . . 
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dont le second membre^ esc nul, puisque ^ est symétrique 

eu b et c, b* et c', . . . ^ mais on a *r 

J 

il vient donc, en intégrant, . . < 

( 2) \* m ^ . = constan te. [^^ "(j^ 



Si donc cette somme est très-petite à une époque déter- \ (r<^| 
minée» elle restera toujours très-petite dans la suite des sic- ^ 
deS) et| par suite, les excentricités des orbites planétaires ' 
ne pourront pas croître indéfiniment. 

3" La somme des produits des masses pai' les racines v 
carrées des demi grands axes et les carrés des tangentes || 
des inclinaisons est constante» — » On trouve^ de la même V. 1 
manière que ci-dessus, ^1 

d*où ^ 

V 

(3) 2»f|/ï(/»«4-y«)==2iiiV^ tang*f ==constanteU-^ f^J ^ 



éqnaiion^qui conduit, relativement aux inclinaisons, aux *^ ^ « 

mêmes conséquences que celles que nous avons déduites de • ^ ^ 

Féquation (a) pour les excentricités. ^ 

4** Des équations (i) on lire ♦ . <ar ^ 



or il est facile de s'assurer que le secuiid membre de cette «^i ^. 
équation est nul \ il vient donc, par suite, 



(4) 



^m^*p'ss constante, {/i^^ 



et l'on trouve de ta même manière 



m^.o = coDSUDte. £ £^ 
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/r * et des nœuds des orbites* ^ DcÂ éqnatioiiB (x) oo déduit 

I facilement 

— 35— i-— 5Ï— ) 



^ y , d^ d^ \ 



' CLêl foncUon 4> étant homogène et da second ordre, relati- 
frV veulent à c, 7, <^9*-> second membrcl de cette 
) équation est'^al à a4>, qui conserve nne valcnr constante,' 

ainsi que nous l'avons vu plus haut. D'autre pai L, on a, 
d'après les valeurs de ^, c, p.q^/uf dt^nm^ ^ ttYt^ 

^ cdb ^ bdc z^e^duy q€^ -^pdq=^ t^t^f^^fde^h 



k • 



par suite, 

d 



(5) 2^ V«-^'^-+-2iw\/«tang'?^ = 2^. 



: Mais comme les variations séculaires des excentricités et 
«^ 'des inclinaisons, en ne conservant qne les termes du pre^ 

^ mier ordre |)ar rapport à ces quauLi [(''s, son t (îoiinL-ci par des 
" ^<2[jformules coniplélement indépendantes enue eUe§;^Qn peut 
.9 considérer les eiccentrîcités et les înclintaisons cpmme indé* 
^'pendantesy et l'équation (5) se décompose dans les deux 
\ suivantes: 

i 2 ^ -rr = coûstaate» 
(6) \ 

my[a tang' f ~ constante, 



qui montrent que le^ vitesses angulaires des périhélies 

et celles des nœuds dea orbites no pourront 

croître indéfiniment lorsqu elles seront toutes de même 
signe. 
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6* Eeiatkms mtir$ les imrkUions des iangkudei àè 
r époque. — On a, d'après la première des formulea (i), 

or, ^tam une fonçuon bomo^ne du degré -~ i en a, i^, 

qui est une constante ^ d'autre part, en néglige^^ni^ puis* 
sances de rexcentricité supérieures à la Mcood^, ayao( 
égard a la première des équations (6), on a 

^ \/â (i — ^1 — g»J ^ =4- ^ V^g» ~ = constante; 
par suite, 

(7) 2 ^ ^ constante, 

et l'on voit pourquoi nous avons dû ( otiberver le rarrd de e 
dans dz '^ car autrement cette formule ne serait pas exacte 
aux termes du troisième ordre près, approximation avec 
laquelle nous avons établi les précédentes. 

Si, dans Téquation qoeaous venotis d*éerire, on ne coà- 

sidère que les ^mesde ^««m qui dépendent du temps, > 

ou ceux de e, e', qui ne coniienncnt le temps qu'à des puis- 
sances supérieures à la première, on peut faire abstraction 
de la constante du second membre, et Ton obtient, en inté- 
grant, 

/« y fl.i = constante. l'J 

42. Les formules (2), (3), (4) peuvent se déduire direc-/ , 
tement et avec la plustgrande facilité du principe des aires. ^ ^ 
En effet, en négligeant les masses des planètes vis-à-vis de - 
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dt 
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/ celle du Soleil, ou continuant à supposer fftssi, Féqua- 
don (4) <iu appliquée aux trois plans coordoanëi» 

donne , /^'JP 

{ : \+^mm'\^ )-C, 

, , {zdx' — afdz + z'ite -vfj/»' \_ri 

^2"" \ -ir ^r^' 

Ëa égalant deux expressions de Taire éiémeutaire dé- 
crite dans [le mouvement elliptique, en projection sur le 
plan fixe :r^, on- a 

/ ydx — xdy == >Jali — ces ^ dt^ {^) 

, . \ 

relation [qui s'applique ausfti au mouvement troublé, en 

considérant a,j4?, comme variables, en vertu des inégali- 
tés séculaires. La première des équations (A) donne, par 
suite, en négligeant les termes du second ordre par rapport 
aux masseS) 

(B) y^iii v^a(i — tr^)cos(i)=C, 

d'où, en ne conservant que les termes du second ordre rela- 
jtivemeut aux excentricités et aux inclinaisons, 

UÎ] ^ w Va (g» -h tang'y) == constePte, ^ 

et cette équation se décompose dans les équations (2) et (3), 
en ayant égard à l'observation faite à l'occasion du théo- 
rème 5 du numéro précédent. 

Les deux autres équations (Â) donnent de la même ma- 
nière ' 




.'I 7-, ♦ï'ïJ' 
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et Von ratombe sur les fonnnles (4).^ négligeant les or-') 
rés des îndKnaisons et des excenlricitéa et en se reportant^ 1^1 \ 
aux valeurs et ^ du 35; />• 

On reconnaîtra facilement que le plan invariable ou du 
maximum des aires est détermine par les formules 

21 V'^ ( » — ) *»n f sin «. 
taDg&sin0 = — = > 

taiig]Mi^«-= - = ZIZIIZ: » 

0 étant son inctanaison sur le plan jç^ et u la longitude dey 
son nœud comptée impartir de Taxe des x, 

43. Propriétés des inégaUtés séculaires dans le cas par- 
twuUer de deux planées agissant l'une sur Vautrip. — 
Supposons que deux planètes soient assez éloignées des an- 
tres corps du système solaire pour que ces derniers n'aient 
sur elles aucune inlluencc sensible, ce qui a lieu à très-peu 
près pour Jupiter et Saturne. 

Si Ton ne considère que les inclinaisons, on pourra, 
comme nous Favons fait remarquer au n^ 41 (théor. 5)» 
faire aiwtractîon des excentricités; et comme a, a' sont 
constant^, la condition 4* =s constante se réduit à 

constante = (/? — j/)* -h — q'^ 

as tang^f' -h tang'f — 2pp' — aç^. 

Soit à une époque déterminée ^ l'inclinaison de l'orbite 
de m' sur Torbite de //if^boisi pour plan fixe^^t prenons 
pour origine de Tangle a l'intersection de ces deux plans, 
A un instant quelconque, on aura 

la caractéristique d indiquant des termes de rnrdre des 



i 
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^ masses m, wl^ et dout nous négligerons les paissalMses tupé^ 



rÎMm à la pteiiûère.^L*éqttalioii oi-^dettus dovMnt 



\ oos*7 ^ 

ou, en supposant y assez petit pour que l*oa puisse en négli- 
ger le carfféy 

, ^ip' — ==.a(t'^ç)=:0, - 

' S ^ ce qui exprime, en raison du mode d'approximation adopté , 

^/ que V inclinaison mutuelle y des deux orbites reste con- 

/.^ s tante, ' 

y La cinquième des formules (i4) du 3o donne avec la 

>^ même approximation 

ei l'on voit ainsi que le mouvement angulaire des nœuds 
de r orbite de ni sur le plan de l 'orbite de m est uniforme, 
Supposona mtintenant que l'on prenne pour plan fixe un 
plan intermédiaire entre cenx des denx orbites, et passant 
par leur infersection k une époque déterminée. On a 

dpi' f 

^ ^ m' yV^i— T^j sin^' «^f" 

f>r, en remplaçant dans <l> les quantités y, p\ g' par leurs 
valeurs tirées du n^ on trouve, aux termes du second 
'f ordreprèsen et ''7** ^ 

ce qui muutre déjà que le^» rotations ^> — des nœuds des 

dt dt 

dénx orbites sur le plan fixe sont de sens eonlraive. 
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AfamtfliiaAt^'fli om eboisît pour plan fixé odnirdii inaxl* 
mmm des «ires, on ftuim 

(C) m <i — «>] ain^ m' ^a' (t — e'*) sinf « (() 6) 
d'où i 

et, par suite^Pintersection des deux orbites restera toujours ^ 
dans ce plan. 

tl^uatiou (C)^t rëc|uation (B) da numéro précédent . 
font Voir que, auv quantités près du second ordre, les incli- ^ ^ , 
naisons des deux orbites snr le plan du maximum des aires 
restent constantes. '{3) l"^) 

44, ia stabilité du système solaire» — • LfSgrands 

axes des orbites h*éprouvent pas de variations sécvloirm^ 
du second ordre par rapport aux masses. 

Nous avons déjà vu que les grands axes iju? sont pas sou- 
mis à des inégalités non périodiques, en ne tenant compte 
que de la première puissance des masses m, m', . ..i^Sans être (^J 
censé connaître cette propriété, nous allons la démontrer 
en ayant égard à la fois aux termes du premier ordre et du, 
second ordre, par rapport à ces masses. 

Supposons que R représente l'ensemble des termes du 
premier ordre de la fonction pertuibatrice que nous dési* 
gnerons par Rj , et soit ^R^nsemble des termes du sçcond ^ 
ordre, nous aurons v ^-s'** 

Pour plus de simplicité nous ne coniSâéFerona que deux ' 

plauc'Lciî, le l'aliuiiiicuit^aL iclaiil à ce cas pouvant égale* 
ment s'étendl'e k un nombre quelconque de planètes per* 
Aurbatrîiçes. 

On peut supposer que dans ]^ les Qoordonnées de m 
sont exprimées en fonction de d, e, e, co, p, q et ^^bstitué 
à t et que celles de m' dépendent des mêmes éléments rela- 
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tifs à cette planète, et alors dR oe sera aiure chose que 
raceroissement que prendra R lorscjne Ton fera sobir à ow 
< qnatorze .quantités des variations du premier drdre par 
' rapport 'sfdx masses m, m', . . . , ei que nous désignerons 

également par la caractéristique d, 

La première des équations (i5) du n** 34 donne, en né- 
gligeant les termes du quatrième ordre, 

I ^fl=;aJ(tf-*-Jfl)'dR, = a«»J*dR,-i-4^^adR 
Soit 

m' J cos{î'rt'f — int + j ) 

Fun des termes de la série dans laquelle nous avons vu (37) 
que la fonction R peut se réduire. Si nous considérons $a 
comme représentant la Tariatxon du demi grand axe cor- 
respondant i ce terme, il suffira de supposer dans là for- 
mule précédente 

R = m'J cos i^t'n't — int 

" d'où Ton tiré, 
et 

Ces deux int^rales ne renfermeront pas de termes propor- 
(%) lionnels au temps^i Hrl ^in est différent de séro, ou si, 
comme cela a lieu dans notre système planétaire, les mou- 
vements moyens de m, ni' sont incommeii^ui ables. Le pre- 
mier et le troisième terme de ne constituent donc que 
des în^alités périodiques. Mais si le rapport de n à nf, sans 

être incommensurable, di iïère très-peu de y > i^n! — deVe- 
/*V«if?.y>./*» «... 
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nanl très»pelit, ces deux iDégaHtés seront considérables^ 
fariesont avec nne grande lenteor^et iserant de la nature 
de celles que nonsr avons nommées inégaUtéê séculaires; 

Les irrégularités considérables que prés eu Lent les moure* 
méats de Saturne et de Jupiter, et qui pendant longtemps 
sont restées inexpliquées^ sont dues à cette cause ou à ce que 
cinq fois le moyen mouvement de la première de ces pla- 
nètes étant sensiUement égal à deux fois celui de la seconde, 

la quantité Snf — a» est inférieure à 

En laissant de c6lé ces inégalités périodiques, la valeur 
de da se réduit à 



9a 



et l'on a, en remarquant (34) que =zmit, 

En ne tenant compte d*abord dans Texpression de da que 
du premier terme de cette valeur, on a, eu égard à Téqua- 
tion(x8)du n<>34, jt.i^^ 

quantité qui n'est composée que de termes périodiques, 
car en j substituant à la place de R le terme 

on trouve pour résultat 
Ckmaidérocis maintenant la somme de$.einq antres termaa 




s 

-m' 
2 
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dt] 11 4|ui renferment les rai ia lions des mouvements ellipti- 
ques de /R, ab&iracùoa iake (ks autres termes ; ma obtient, 
en KompUçaai les Vârîatkms par leurs Tsleiirs déduSles de 
rîBt^aticm des ^ijuations (i4) et (19) des n*** 33 «t 34, 



4- an 



e 

sli^é' (dK 



\dpj d,i . dq J dp I 



en se rappelant (34) que la dérivée doit être prise sans 
faire varier rtv* t* • 

*, Cette expression se trouve ainsi composée de quatre 

^ termes de lu fotme {tl TdSr— Y f "^^^ X et Y étant 

une suite de tarm^ de la forme m'Jcos (i^nft — ml 4-/); 
mais si 

! 

renferme des termes non périodiques, ils ne penvent résul- 
ter que de Tassociation de tenues de X et T tels que 

ayant le même af gument i'n — in. Or, en substituant res- 
pectivement ceà deut termes à la place de X et Y dans celte 
expression, et effectuant Fintégration^ on obtient un résul» 
tat identiquement ntil. Ainsi donc le frand axe de l'orbite 
n'éprouve pas de variations séculaires provenant des inéga- 
lités mêmes des élémenu de cette orbite. 

Il nous reste maintenant à. voir ce que donnent dans ÔR 
«M $a les variations des élémeuM elliptiques de ni* Si Ton 



- • * 
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élimine l'action muliielJc de m. m. cutie la IVmction Ri et 
la foïK llon perturbatrice R', de m', exprimées toiKrs deux 
ea fonctioades coordonnées des planètes (^1)» on trouve 

R, =: ^ A'. 4- m^xx'^xr' 4- ) • 

On démontrera, en suivant la marche adoptée plus liam 
reiativement aux termes de ÔR dt?pendant des élémeais 

elliptiques de m, que la portion ~ ^R' de cette variadon 

due «.ttx inégalités du mouvement elliptique dein' ne donne 
dei ternes périodiipies dana àa^ de aorte que Ton eal 
raMaé à aoppoaw 

Or les équations ( 3 ) dlu n<* 2i donnent 

, X m' d*aB mm* x m' rfRi 

et l'on «Ura de» éqoatkma pareilles pour les deuat antres 
eoBideMiéss de m, m^é Si Ton fidc la smuim des ^uatieus 

en y y z ainsi obottines, tnvltiplîëes respectivement par 

a/, y'-, sf et que i ' on en retranche la somme des équations 
en x'^y'y z' multipliées par x^y^ z^ on trouve 

^''^M^i dt — j + F, 

&k posant 
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Si Ton fait d'al>ord abstraction de F, on a 

I 

dR,= _ J ^5 j. 

et cette intégrale, par suite son terme du second ordre 

^àd'Rti ^6 peut renfermer que des termes périodiques, 

de sorte qu'aucun de ces termes ne pourra acquérir me 
valeur sensible au bout d'un temps plus ou moins long. 
Nousn*avons donc plus qu'à supposer R'i =F ou }Rs=F, 

puisque F est du second ordre par rapport aux masses; 
mais on peut remplacer dans celte fonnioti les coordonnées 
des planètes par leurs valeurs qui résultent du mouvement 
elliptique^ et les équations de ce mouvement donnent 

juc^ -h j^X' zz' x'd^x -h x'd^f -h z'd^z 

équations dont les seconds membres ne peuvent renfermer 
de termes non périodlcjues, puisque, les cooi cioiiiiies de m 
et de m' ne dépendant respectivement que des angles nt^ n'u 
il est impossible que les moyens mouvements disparaissent 

d^x' d'^x 

dans les produits tels que x -^r» ^' ^'** sommes 
donc ramenf^ à poser 

La dérivée étant supposée développée en une suite de 

sinus et cosinus d*arcs multiples de n'f, nt^ et od ne ren- 
fermant, que des termes périodiques dépendant de n't^ pour 

dVi 

obtenir dans le produit af des termes non périodiques. 
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il ne faut considérer dans que des eemies indëj^ndants 

de Ht. IMais alors les résultats obtenus disparaissent parla 
diâerentialion d , il n y a donc pas lieu de leuir compte 

e a; — > m, par le même motii, aej^ -^y z — • un rai- 
sonnement analogue fera voir que les trois autres termes de 
ne donneront également dans $a que des termes pério« 
diqueS; et le principe énoncé se trouve enfin démontré. 

Avant de terminer, nous remarquerons que les moyens 
mouTwents des planètés ne sont pas non plus soumis à 
des inégalités séculaires du premier et du second ordre, 
par rapport aux masses des planètes; c'est ce qui résulte 

de la formule 



"î 



^ £n ayant égard aux termes du second ordre par 
rapport aux masses, les excentricités et les inclinaisons 
mutuelles des orbites planétaires resteront toujours très^ 
petites, quelque loin que Von pousse les approximations 

relatives à ces quantités. 

Si nous nous reporlons au n" 42, nous aurons 

or, en négligeant les termes du quatrième ordre par rapport 
aux masses, ainsi que les inégalités périodiques, le second 
membre de cette équation est constant^ car, par exemple, les 
coordonnées jr. et xf^ estimées dans le mouvement ellipiique, 

ne dépendant wpectivement que de is' t, le produit 

ne peut pas renfermer de termes où les moyens mpJxve- 
ments se détruisent. Il vient donc 

^ fli Va (i — e») cosy = constante; 
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les deux dernières éqtialîons (A) du 42 donnent de même 
^ m ^(ff (I tf' ) sinf cosa ce oonstancei - 

^«(i — e') siny sina = coosuote. 

Si, pour simplifier, nous ne considérons d^àbord que 

deux planètes m, m dont les orbites fassent entre elles 
r angle y, on a 

CO87 = cosy cosç'-|-SMiiçsmf'cos(a — 

et en ajoutant membre à membre les carrés des trois équa- 
tions ci-dessus « 

[m'a (i — -H — 6''*) 

-h ^mm! slaa'(i — e^) (1 — e' ')cos 7 = constante^ 

mais on a 

f» ^» 



C0S7=^i — » «'=«û»; 

par suite, en faisant passer toutes les constantes de l'équa- 
tion (D) dans le second membre. 



[e^s/i — r^ ff'Vi— '''' «n'v 1 
: fuisy-t !- l=COnSt. 



Laconstante^ qui est du quatrième ordre en e^, y, m, m', 
est tris^tite, d'après les valeurs mêmes de ces éléments 
qm résultent des observatîotts actuelles; et comme les vi- 
tesses angulaires n, n' sont de même sens ou de même 
signe, tous les termes du premier membre de l'équation 
sont positifs^ d'où il suit que les quantités e, y resteront 
toujours de petites quantités comme elles le sont maintenant. 
On arriverait au même résultat en considérant un nombre 
qudconqne de planètes m, m\ mP^ • . . , puisque diacune 
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d'elles ne fait qu'ajouter au premier membre de l'équa- 
tion (E) des termes semblables à ceux qui le composent. 
Ainsi (loiu , la stabilité du système planétaire est assurée 
par rapport aux grands^axes, aux excentricités et aux incli- 
naisons des orbites,, en ayant ^ard aux termes du second 
ordre par rapport aux masses perturliatriees. 

45. Calcul des inégalités séculaires des excentricités 
et des longitudes des périhélies, Dans ce qui suit nous 
ne tiendrons compte que des termes du premier otdre par 
rapport aux masses perturbatrices, aux excentriciiéà et aux 
incUnaiâûiiâ. Si Vou adopte les notations symboliques 



3 m" a" a" n' {a', g'*)' 



g f a 



et si l'on substitue dans les troisième et quatrième équa- 
tions du 39 la valeur de Ro, déduite du 38, on trouve 



«• • • « j 



*= — {[-.«'] + [A a"] + ...\b+ \a, 4/\ ^ \u, a'\ b'+.... 



19 ) / et, de même, 



. . . i t — 



a\ a 



a\ a" 



a\ a 



Ces équations sont linéaires, et c'est là l'avantage de la 
transformation au moyen de laqudle nous y sommes ar- 
rivés et qid est due à Lagrange* On y satisfera en posant 

A = Asin (//f 4- A ), r = A cos (//r H- 
6' = Aa'sin(Af 4- X c' = Aa'cos(/</ -H ^ 
b^^i A«''siD(Ar H- k), ^ ir"=: Aa-'cos^ A* H- *),... , 

A, A, a', at!',, • , , étant des coubtantes, et Iqn trouve, en 

7- 
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substituant ces valeurs, 



^7, - - 



ûy a 



Jl 



a , a 



Le nombre (}e ces ëquations est ^al à celui n des planètes 
ou des constantes A, o'^, . • . , dont elles détermineront 

les valeurs. L'tnuaLioii finale en li sci a du n***"" dt-gré et 
donnera, par conséquent, n racines A^, ^j,..., à cha- 
cune desquelles correspondront les systèmes de valeurs 
(«1, a,,a',...), («,, «,,«^,..,) de», qt^,.*., mais 
A reste indéterminé ainsi que A. 

Les 2/2 équations différentielles (9} seront donc vérifiées 
pan 

ô = A, sîn( X-,) -f- A,sîn(//2? 4- /j) -f- . . 

c = A, cos ( /< , r -H ) -4- Aj cos ( //j r -h X-j ) H- . . . , 
^' = A.a, sin ( -H ^1) -h A,a'j sio -h /•,) -h. . 
«'=:Ai«, cos(A,^-4-iti)-h A,a,cos(A,^-h^,)4-, .»» 



et ces expressions en sont les intégrales générales, puis- 
qu'elles rei^ferment 2 w constantes arbitraires , A», . . ., 
^19 ) • • qui ne pourront se détei miner que par i obser- 
vation. 

Les valeurs de & et ' c étant supposées connues» on en dé- 
. doit celîe dé e de la formule 

«2= ^a-H c^= A ; -H A î H- . . . + 2 A , A,cos[(Aa— A,) f 4- A i] H-, . 
et Ton aura (A| + • 

si les cosinus qui entrent dans le second membre de e* sont 
tous réels; en d'autres termes, les excentricités des orbites 
pourront, à la longue, éprouver des altérations appréciables, 
mais qui néanmoins resteront toujours de très-petites quan- 
tités, si' les racines Aj , A, , . * « , sont toutes réelles et iné- 
gales, et c'est ce qui a lieu. En efiet, si nous supposons que 
quelques-unes d'entre elles soient imaginaires, h renfer- 
mera un nombre fini de termes de la forme B.£^^, £ étant 
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la base du système de Jugarithmes népériens, B et y des 

consuntes réelles $ soient CË^'^ B'£^\ les termes- 

oorrespondanu de c', • • • 9 1^ coefficients C, B', C, . . . , 
étant aussi des quantités réelles; e*, c'*, . . ., contîcDdront 
respectivement les termes >"( B*+C* ), ' (B'*4-C*) 
le premier membre de Téquation (a) du n^ 41 renfei^ 
xnera p«r suite le lenne 

qui ne se réduira avec aucun autre^ si y est le plus grand 
des*exposants de E; par conséquent, pour que le premier 

membre de cette équation soie égal à une constante, il faut 
que 

OT B» 4- C») m' -h C -h. . . = o, 

ce qui exige que 

B = o, Csso^ B'=::o, C' = o, 

Féquation en h n*a donc point de racines imaginaires. 
Si cette équation avait des racines égales, h contiendrait 

un nombre tnii Je termes de la forme Bi^, et si Ct^, B't'' 

CV,, sont les termes correspondants de c, c',. . 
le premier membre de Téquation (a) du n^ 41 renfermerait 
le terme 

et l'on prouverait, comme plus haut, que B = o, C = o,...« 

L'équation en A ne peut donc avoir que des racines réelles 
et inégales. 

Pour çalculer la longitude du péribéiie, on a 

h A., sinf/i,/ -h / i) A,sin( A,f -4- k-A 
tang w = - = 



c AiCos(Air-|-^i)-fTAiCos(J^sf-f- 

en 

tang(w ^i,/ — 
__ A. sip [(A,— ht)t'¥k^-^ A3sin[(A,— A.)>-f - ^3— ■ 

A, cos[(Aa— A,) / X, — /r, J -h A3Cos[(/i3 — /i,) f 4- X 3— X J H 

Si, en ne considérant que les valeurs absoltles, 00 a 



* 
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Al -h At 4- . . . , le dénominateur de l'expression pré- 
cédenle ne poavant devenir nal, les oscillaiions de l'angle 
0» — Al t—ki ne poumml déptsser les limites 90 et 90 de» 
grés, et Al £ + kf représenterai le mouvement moyen du 

riliélie. Mais de ce cas particulier on ne peut l ieii conclure 
dégénérai, et les péribélies pourront se déplacer d'un mou- 
vement varié mais très-lent ( 41), sans que l'on puisse assi* 
gner des limitea4 leurs déplacements séculaires. 

Dans les applications on opère d'une autre manière 
pour calculer les inégalités de e et de ci); on emploie à cet 
efi'et les troisième et quatrième équations (i4) du n " 33 
dans lesquelles on substitue à la place de R Texpression (2') 
de Ro doonée au n^ 38; on trouve ainsi 

I de 



dt 

dt 



tf'sia(«)' — «») -f- 
sin (•• — »') H- 





a" 









"w [ \ c 











a" 




U'. 


a 






a" 



Jt 



— ces ( w" — w ) — 



• • •» 



On pourra, avec une approximation suiiisaiiie pour plu- 
sieurs siècles avant et après Tépoque choisie pour origine 
du temps> int%rer ces équatioDS en donnant dans les se- 
conds membres à e', . • • ^ e», • . . , les valeurs qui se 

rapportent à cette époque. 

Si l'on veut obtenir des valeurs plus exactes, il suffira de 
remarquer que a et a> deviennent, au bout du temps 



de 



dt 1.2 dt^ 



di 



f.a df 
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etcomme les ëquatiom (lo) donnent, par ladifTéreotiation, 
les valeurs de — , — v-i-jj^^ -^^''m on pourra eteudre, 

aussi loin que Fon Toudraf les deux séries pr^édeotes. 
Mais il suffît, d«Mia la eomparaisoi» des observations les plus 
ancieDnes ^e nous possédons, de s'arrêter au troisième 

terme de ces séries. 

46. Calcul des inégalités séculaires des inclinaisons eC 
des longitudes des nœuds, — Si l'on opère comme au 
numéro précédent^ on obtient, selon que l'on emploie les 

équations du u ' o9 ou celles du n^ 33, 



avee les relations 

tangf = ^p'-hq\ langa = ^» 

ou 

Les équations (9^) s'intégreront conune les équations (10) 
et conduiront respectivement pour cp et « aux conséquences 
auxquelles nous sommes arrivé pour c et ». 

Les équations (10^), traitées comme les équations (10), 
permettront de calculer par approximation les valeurs de f 
et «. 

Pour rendre immé^atement applicables aux usages astro* ^ 
iiouiiques les formules qui donnent les inclinaisons et les 
longitudes des nœuds, il faut leur faire subir une modili* 
cation , en raison de ce que les astronomes ont coutume de 
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stibetitiier le plan mobile de l'écliptique au pkn fixe auquel 
nous avons rapporté jusqu'ici les orbites planëlairos. Sup- 
posons donc que m représente la Terre, et soient z', x^j' 
les coordonnées de m! par rapport à un plan fixe supposé 
pea incliné sur les orbites du système planétaire, et z l'or- 
donnée du point de Técliptique correspondant aux abscisses 
x'y y. On a (38) 

ety pour la Hauteur de m' au-dessus de Técliptiquey 

en née^ligeant les termes du troisième ordre par rapport 
aux iuciiaaisons^ mais si , désignent rinclinaison et 
la longitude des noeuds de m! sur récliptique, on a aussi 

2, = y tangijp', cosa, — x' tang^', sina^, 

d'où 

tang ç , cosa , = ^' — y, tang y , sin a , — Pt 

et 

formules au moyen desquelles ou calculera et a',, dès que 
l'on aura obtenu p\ (f. 

Si nous prenons maintenant pour le plan fixe celui de 
l'écliptique à une époque déterminée, on a 

■ 

par suite, 

taDgai = ^ = langa', 

et 

d^^ =s [dp*^ dp) àina' -f- {dq^-^dq) cOSa'» 

( dp' — dp) ces a' — (dq' — dq ) sio a' ^ 

• faDgcc ' 

en substituant à dp^ dq^ dp\ dqf leurs valeurs fournies 
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par réquatiou (lo'), pu trouve 

^ = ) \a\ a"]-[ «, a ' ] \ tang<p" sin ( y ' — a" ) 

On aura pour les masses mf, m''^,..., des formules a'na- 
loçnes» exactes, comme nous Tavons fait observer plus haut, 

aux termes du troisième ordre près par rapport aux mcli- 
uaisons. 

47 . Calcul des inégalités séculaires de la longitude de 
V époque. — Pour calculer ces inégalilés, nous reprendrons 
la seconde équation du n° 33, dans laquelle nous rempla- 
cerons par sa valeur du n** 38. Si Ton adopte les 
notations symboliques 




.et si l'on néglige les puissances de e = ^fr*-hc* supérietu^ 
à la seconde, on trouve 

en ne oonsidérant pour simplifier que deux planètes, tout 
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ce que nous dirons dans cetto hypothèse pouTaul facile^' 

ment s'étendre à un nombre quelconque de planètes. 

Si, comme dans le calcul des inégalités des autres élé- 
meau de l'orbite de oi, on n'avait eu égard qu'aux premières 
puissances des excentricités et des inclinaisons, Téqua- 
tion (i i) n'aurait donné, par Tintégration, qu'un terme pro- 
portionnai au temps qui, dans Pexpression de la longitude 
moyenne, ne ferait que modifier le moutement moyen ; de 
ou ne peut doue dépendre, par suite, que des termes eu 
c* et (p*, que nous avons dû dès lors conserver. 

En remplaçant, dans Téquation (i i), les quantités 5, b% 
€f par leurs valeurs approximatives limitées à la première 
puissance du temps, et calculées conformément à la méthode 
indiquée au n^ on obtient uii résultat la forme 

dtzsiAndt-h ^^tdt, 

A et B étant deux constantes dout les valeurs sont connues ^ 
on^tire de là, en intégrant, 

«t Ton a, pour la longitude moyenne corrigée, 

4- f -h ^« = /I (l -i- A) r-h . 

Le. terme Ant ne fait qu augmenter le moyen mouvement 
primitif dans le rapport de i + A à i , et le moyen mouvement 
corrigé semblera répoudre à la distance moyenne corrigée 

— t ; mais comme Â est une très^petitc quantité, puis- 

(. + A)' 

q 11 elle est dé Tordre des masses m, m',..., il ne résultera de 
là qu'une correction insensible, dont il est inutile de tenir, 
compte dans les distances moyennes. 

Il faudra au contraire tenir compte du terme Bt*, qui con- 
stitue une véritable inégalité séculaire dans s, par suite dans 
la longitude moyenne; toutefois, comme le coefficient B est 
du second ordre par rapport à m, m', il y a tout lieu de croire 



ijetH\ sera toirioim pen ooQsîdéfttble, Ainn^ âmB la th^riie 

de Jupiter eL de Saturne, qui soiii les deux planètes doiil 
les perturbations sout les plu& cousidërâbles, on npour Ju- 
piter, t étant évalué eu année» jalie&nes^ 

Il o", 000000 3a5or', 

d*ou l'on tire pour Saturae, an moyen de Téquation (8) du 
n^ Ai mise sous la forme m yS $e -f - sf3è^^ la valeur 

II' o'' ,00000 1 5 X i4< ' ; 

ces deux inégalités ne s'élevant pas à de seconde par 
siècle, sont insensibles pour les plus anciennes observations 
qui nous sont parvenues. 

Mais le même terme Br* devient très*Misihle pcmr la 
Lune troublée par le Soleil dans son mouvement autour de 
la Terre ^ on a en effet 

de = O'', 00 102066^% 

soit environ 10 secondes par siècle, ce qui s*accorde assez 

bien avec Tobservation, qui donne à peu près 9 secondes. 

On peut obtenir Tiiitégrale exacte de l'étjuation (i 1) dans 
le cas de deux planètes j on a en eflet, d'après les valeurs 
de h\ Ci d données an n^ 45| 

— a; a; -I-2A, A,cos((A, — — iî-,], 

5" H- c'^» == Aja , » + A' H- 2 A , A,a', «',cos[(//,^ //,)f-h * J, 

6*'H- = a; «.+a; «; h-A, a, (« , + a,}co»[(A|— X,]; 

en substituant ces valeurs dans rëqualion précitée^ on ob- 
tient un résultat de lu forme 

lit n M JMir ^- N cos [(A,*-. A») t^k.^kt], 

M et N étant deux constantes dont les valeurs sont con^ 
nues; d'où, en faisant abstraction du terme Mut conformé- 
ment à ce que nous avons dît plus baut, 
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Cette inégalité séculaire est périodique comme celle des 
autres éléments elliptiques^ mais sa période qui dépend de 
Targumeiit hi — ^ est extrèmemeot longue et est égale no- 
tamment à 70414 années pour Jupiter et Saturne* 

48. Remarque relative aux inégalités périodiques, — 
Ces in^alités, qui correspondent aux termes périodiques 
deR dans les formules du n** 33, élant toujours très-faibles, 
ét n'étant en quelque sorte que passagères, sont de peu 
d^importance en Astrojioiuie; c^est pourquoi iinus ne nous 
en occuperons pas. INuus nous bornerons à faire remai'quer 
qu'on les détermine en intégrant les équations précitées 
dans les seconds membres desquelles on regarde les élé- 

• ments elliptiques comme constants. Cette approximation 
est d'ailleurs suHi^antc pour un grand nombre de siècles, 
avant ou après l'époque prise pour origine du temps. 

§ V. ^ Dbs VBaTtraBATiOffs nu mouvehsitt elliptique des 

COMÈTES. 

49. Les excentricités et les inclinaisons sur récliptique 
des orbites des comètes étant considei ables, on ne peut plus 
appliquer, pour calculer leurs perturbations, le procédé que 
nous avons adopté pour les .planètes, et qui est essentielle* 
ment basé sur le développement en sérlede la fonction per^ 
turbatrice, oi iloniK' sun aiit les puis^auces ascendantes des 
excentricités et des inclinaisons. 

La méthode dont on fait alors usage consiste à partager 
Forbite en portions suffisamment petites pour chacune des- 
quelles on calcule, k Taide des formules connues de qua- 
dratures par approximation, les altérations produites par 
les forces perturbatrices, exprimées en fon( tion des coor- 
données de la comète et des planètes perturbatrices. 

50. f^ariations des éléments du inom einaiit elliptique 
des comètes, — £ji négligeant les carrés des forces pertur- 
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batrices, comme nous le ferons dans ce qui suit, on est 
jramené à déterminer les varialions des éléments ellipticpies 
de Torbite cométaire, dues à chacupe des planèles pertur- 
batrices, comme si elle agissait seule. 
On a dans le mouvement elliptique 

!mt-h • — « = »— « «in «» 
,= _î(lr;^=«(,_*co.«). 
i4-ecos(p — «j 

d'où 

^ — ^ du = — - = ra' du, 

n an 

X = rsin (p — w) =: a (cos w — e), 
(2) I j s= rsiii(«' — wjcstf^i — ff'sin», 

d!ar:= — a»in»rf»= . dtt y 

formules qui sont encore applicables au mouvement 
troublé. 

Nous choisirons pour plan des 3^ celui de Torbite de 
la comète à une certaine époque prise pour origine 'du 

temps, de sorte que -s, c', et ^ sont de Tordre de la force 
perturbatrice. 
Désignons par 

«'X^-rfJ' ""^^-S' 



les composantes parallèles aux trois axes coordonnés de la 
force perturbatrice, X, Y, Z étant des fonctions des 
coordonnées de la comète m et de la planète perturba- 



trice m'. 



Dans le mouvement troublé, les aires décrites en pro- 
jection sur les plans coordonnés ne sont plus constants 
et (14) c, c'^c" renferment respectivement comme parties 



Digitized by Google 



IIO TRAITÉ l^LéMEKTAlRB 

'variables les moments , de Timpiilsion de la ibrce perturba- 
irioe par rapport aux axes des s, des et des x\ de mèM, 

le terme i et ï*éqnatioii des forces vives (4* équation (3) du 

28) renferme comme partie variable le double du travail 
de la même force pris en sigoe contraire. On a donc, dVprès 
le mode d*approximatîon adopté. 



i 



\ de" = m'Zj'dt = m'ra 'ZxdUf • 
ou 

=2iR'a*(— Xsînu-hT^i — B*CDS»)d'tf , 
d'où Ton déduit, au moyen de la relation n* ^ ar*^ 
{A,) d>t = 3«Vji(XsiDtt — Y — «*Ges«)d!K. 
On a (28) 

tang f — 9 tang a = — 

c c 

et, en négligeant cf* et cf^^ devant r, 



(4) *=i»s=v/fl(i-^), 

et si l'on pose, comme au n*' 35, 

tang^smass/», tangf oos«s3f, 

on trouve pour déterminer les variations de^ et ^ 

Jr" m' ryZdu, 



^ — di/ _^ m'rxZdu 



Digitized by Google 



DE MéCJlfilQUE CÉLESTi:. lit 

L*ëquatioii (4) donne par la dittérenlialioni en ayant 
égard à la première des formules (3), 



et, en remplaçant da par sa iTalenr, on obtient 

Si Ton diffêrentie Téquation r=: à (i — eeos u) dans le 

mouverat'Mt troublé et dans le mouvemtiuL cllipLÏcjue, et que 
Ton fasse la différence, ou arrive au même résultat que si 
on TaTait diii'éreniiëe en, iaisant uniquement varier les 
constantes. U vient donc, en désignant par du la portion de 
la différentielle de m dépendant âedaetde^ 

-7- ade cos u — dn (i — e cos u ) 

(5) , rf«= ; • 

ae sin a 

i 

Si Ton diffêrentie de la même manière» par rapport ani^ 
constantes, la valeur de sin («^ — (i>) résultant de la seconde 
équation (i), en ayant égard h celle de oos (v — (i>), on 
trouve 



[a» 



(6) 



[ sin ueie -h du . (1 — e'') ! 
■ (i — fcos«)^i — é* J 



^(l-^e'^)da — «rf<; (r -f- cos « ) 

et^ en substituant à da et de leurs valeurs, 

( A"' ) = am' [(Yx — X/ J sin a — sjT^' rX] du, 

U ne nous reste plus maintenant qu'à calculer la longi- 
tude de Tépoque t. S! l'on dîfférentie la première des équa- 
tions (1), par rapport aux constantes, au trouve 

dt — ^ft» = (i^tfcosii)«fa^sjn«d(0**-#ii«é 

expression dans laquelle il est inutile d'avoir égard au 
terme — tdn^ qui disparait dans la variation 

ndi-^tdn-^dt^d» 



I 
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de la longitude moyenne. En éliminant du au mo^^ de 

l'équation (6) ou trouve 

Idê — (i — ^1 — tf*) d» 
(i,— <?cosM — , rcosw(2 — ecosu) — c"| . 

et enfin, si ou remplace de et dui par leurs valeurs ci-dessus, 
on obtient 

(A7) dtz=z{ir-sli — é')dtA — iim*r('^x -f-Y/ ) du. ^ 

On caleulera au moyen des formulés précédentes (A) , (A') , 

(À^), (A'"), (A7) l^îs ahcraiioDS des clémenis de Torbile de 
la comète, par les méthodes connues de quadrature par ap* 
proxîmalion ; lorsque Ton aura exprimé r, x^j au moyen 
des formules (1) et (a) en fonction de la variable u à laquelle 
on donnera différentes valeurs numériques; lorsque 
Ton aura déterminé les valeurs correspondantes des cooi- 
donuces de la planète perturbatrice qui entrent en outre 
dans les expressions de X, Y, Z, et c'est ce qu'il nous reste 
à faire. 

Soient x\ jr\ z* les coordonnées de la planète, r' son 
rayon vecteur^ J Tinclinaison de l'orbite de la planète sur 
le plan de celle de la comète \ X la longitude de son nœud 
ascendant comptée sur ce dernier plan à partir de la ligne 
des apsides ; V l'angle formé par r' avec la ligne des nœuds. 
On reconnaît facilement que » 

.^r=r^ cos«*'cosl^/*'sinp'sinXco$J^ 
y' = CCS sio l H- sin eosX cos 

s' = r'sint^'sin^, 

a 

avec la relalion 

r ^= -— • ■- — ; ^ • 

I e COS ( — W ) 

Les constantes d et X se' détermineront diaprés les posi- 
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lions relaLivcs et connues de» orbites de la f omète et <li' l;i 
planète ; d'autre part, si Ton prend pour origine du temps 
Tinslant du passage de la comète au périhélie, Tangle e — (ù 
devenant nul, la première formule (t) donnera 

f = — tfsin II) 

pour le 'temps en fonction de le écoulé depuis le passage au 
périhélie en fonction de u, et les Tables astronomiques fe» 

ront connaître les valeurs de r' et u' correspondant à celles 
de t déterminées par cette formule. 

5i . Calcul de ta variation éprowée par la durée de la 
révolution complète d'une comète, — Désignons par N la 
yaieur de n à Tinstaut du passage au périhélie pris pour 
origine du temps, valeur qui représenterait la vitesse angu- 
laire moyenne du rayon vecteur si le mouvement elliptique 
n'était pas troublé, et appelons ( J^)^ la variation éprouvée 
par ^ au bout du temps t ; ou aura 

L étant supposé douué, par suite la valeui correspondante 
de II ; et l'intégrale (d(^)i=: J diz s'obtiendra approxima- 
tivement au moyen de l'équation ( Ai ) par une double qua- 

drature. 
Soient 

T,T' les intervalles de temps qui séparent respectivement 

le premier passage au périhélie pris pour origine du 
temps, du second passage, et le second du troisiènv^; 
' la valeur de n au second passage \ 

la variation éprouvée par n au bout du temps t. 

On pourra supposer )t ; T' ~ (^O-t-» ^''^ négligeant 
les termes du second ordre ordre par rapport aux masses ni 

8 
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et j et Tuii aura 

La première de ces équaiions fera connaître N »i T est 
donné par l'observation; la yaleur de W étant fournie par 
la seconde^ la iroisième permettra de prédire, par la Talenr 
qne Ton en déduira pour T^, le troisième passage au pé- 
rihélie. 

> 

52. Développement en série des perturbations d'une 
comète lorsgu*elle s éloigne beaucoup de la planète per~ 
îurbatrice, — Si Ton considère une portion de Torbile 
cométaire, dont la distance de chaque poiuL au Soleil soit 
trèa*grande par' rapport à celle de la planète perturbatrice 
à cet asire, on peut remplacer la méthode précédente, qui 
dans Tapplication conduit â de longs «calculs, par la sui* 
vanie, basée sur le développement de ii en série. 

On a, d'après le xi? 22, 

Or^i en appelant ê Fanglc formé par r, r', on a, aux termes 

du second ordre près en ~> 

p' = r — rcos0, ou - = --+-— cosO; 

et comme 



cosO 1^ 



il vient 



Le terme ^ donne lieu à une force ^ dirigée de m versM, 
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qui vient s'ajouter à celle qui est due à Taction 

mutuelle de la planète et du Soleil. Il est donc inutile d'en 
tenir coaipte, puisqu'il ne trouble pas le niouvement ellip- 
tique, et qu'il a a pour effet que d augmenter d'une petite 
fraction le coelficîeiit [i que nous continuerons à supposer 
à Tunité. Il nous suffit doue d'écrire 



(7) R.=:«'(jrj/-|-jrr'-hM 

en nous rappclaai que m/ z esL du second ordre par rap- 
port aux masses» et que dans cette expression on peut 
prendre, comme dans le mouTemeat elliptique. 





rf'x 






z d'z 




d'x' 


y _ 




z' dH' 













Celaposé) admettons que les coordonnées x^jr^ z soient 
celles de la position que la comète occuperait au boutdW 
certain temps si son orbite n^ëtait pas troublée, et soient 

ar+^x, y-\-^yi z-h^z les coordonnées de sa position 
réelle, ojc, ày^ àz étant, de même que la variation drder, 
des quanûtéfli de Tordre de la force perturbatrice. En rem- 
plaçant» dans la première des équations (i) du n*' 
respectivement, y.,z^ $r i^Sir x-j-^x, y-hâj, z-hdz^ 
r-\-Sr, et R par sa valeur (j), ou trouve 



dû ^ r* r 



Cette équation, en vertu des valeurs (a) et de la relation 

^r= ^ 9 , 



8. 
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devieot 



-r- « -r; 1»' — - = (Jx — «V — -) 



-f- 3 ~ «y ) ^ + 3 (^« — lîiV) 

On obtiendra deux équations différentielles pareilles en 
et iz^ et IW reconiuitra que les trois équations ainsi 
obtenues sont satisfaites par les valeurs 

dûui nous aurons besoin un peu plus loin et d'où Ton dé- 
duit 

L'expressiou (^) de R donne, en ajant égard aux va- 
leurs àt —1 -pi' pi fournies par les formnles (ôc), 

= '"'''(— + j' 

et de la première des équations (A) on déduit, par suite, 

(B) ^11 = a jji'n? { H dF"^ ) 

da étant la variation éprouvée par le demi grand axe, à 
partir d'uoe position déterminée de la comète, et I on fixera 
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la valeur de la constante par la condition que à a aoit nulle 
pour cette position. 

On déduira de là la valeur de àn an moyen de Féqua- 
tion it*=5a~', qui donne 

(B,) ^/î = --3mW( -f^ H rff» j-t- const. 

Les équations (3) deviennent, eu continuant à négliger 
les termes du second ordre par rapport aux forces pertur- 
batrice, 

d'où, en vertu des formules (a), 

et Ton calculera les variations de /y et ^ an moyen des re- 
lations 



Supposons que, le plan de Forbite ëtant rabattu sur le 

plan fixe, on prenne pour origine de l'angle o) la position 
du grand axe de l'orbite elliptique toi n spoiidant à ce plan 
fixe, (ù étant une quantité de l'ordre de m\ dont on peut 
n^liger le carré : Téquation de lorbite peut se mettre sous 
la forme 



ex + €»y =^ C — f ; 
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pAr suite,- 

dx dr Ixdx ydr\ i 

dt dt \ dt dt I r' 



mais on t 



dy dx 



d'où 



(7) 



X 



e<tà — -e — — 



Avant d'aller plus loin, nous ferons rtanarquer que la va* 
leur initiale de o) étant nulle, on a 

r 

De la première des é(|uatioDs (y) ou tire 

0U9 en vertu des premières équations (^) et (^) et des va* 
leurs (ii)f 

I L dt dt \ 

dy \xdy'—y'dx. x' dy — ydx''\ 

^ S L * J' 

(B^) ^ et Ton trouve de même 

\_r r> dt dt 

dx {xdy' — y 'dx -f- x'dy —^ydx' ) 



dt dt 



IL ne nous reste plus maintenant qu*À calculer Taliéra* 

lion de Panomalîe moyenne ^. Nous supposerons d'aboi-d 
que l'origine du temps est Tiiistant du passage de la coinèle 
au point de Torbite à partir duquel on peut commencer à 
prendre la valeur approebée de R obtenue au n^ 52, et nous 
représenterons par i'n la variation éprouvée par n à partir 
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de cet instant. Nous «nrons 



et en difiG^rentiam, puis remplaçant dans le résultat 

dàs par sa valeur fournie par réquatioii (A'"), 

7**. »/ j d§esinu{2'—è* — ecosu) — ecosu)* 

\9) dSl^=iS'ndt : — . . — , 

I— tf* • ^1 — ^ 

ou, en remarquant que ndt =idu(i—e cos u), 
d^^ = — </ i i H , 

L ^ — J 

Soît m'v la valeur àe donnée par la formule (Bj ) au 
point de Torbile à partir duquel nous comptons actuelle- 
mentie temps, on & 

^lt=:^/t — m'y; , 

mais les valeurs ci-dessus de J/i, oe, d ot> sont liées en ire 
elles par la relation 

9n 'xcmu'^e . asîn» « 
h oe H — , co» 

m' ( xdy — ydx'-hy'd» — jf'i/j) 



«»Jt V^i — «» dt 



que l'on vérifiera facilement en remplaçant par leurs va- 

dx' dv' 

lears en fonction de u les yariations de jc', r', > 

^ ^ ^ dt dt 

et qui permettra de calculer d'/i. 11 vient donc enfin, en inté« 
grant l'équation (d) et ayant égard aux valeurs (B'^) 

(c) ) 

1 ^ (l fCOSI»;^ 

I — e J»^^ — ;==^ +con8t. , 

formule duc à Lagrangc. 
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53. Supposons maintenant que Vim veoille ponsser plu» 
loin l'approximation et déterminer les altëradons des con- 
stantes ducs h la pariio complcin en taire de R que nous avons 
n^ligêe aun^ 52. Ou recouiidit facilement que cette partie 
a pour valeur 



2 



En posant 



. ^- ? — ^-J 



a r» .a ~^ 

-T — ■ 



P'— 3lîîl±2Zl±iii_i_ il 

on voit que 



dx 
d% 



Bi'X=/r/(P.i;-|-P'«'.), 
iji'Z==Jat'(P«-hP'<), 



el les équations (6) et (7) et (it) donnent, par suite, ' 

de = m' P' (x'j — a:f')dj H- m' (xr/r - r ( P' ) , 

^, _ (LH^LZl^lerf» — afl«rf/ [P (x' H- j2 j _^ P'(xx'4- j/)], 
dp = V'yz'dt^ dù = ^'xz'de. 
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Si maintenant ou fait dan» ces formules 

x:^r costal j-ïssrsiOP, tssOf 

a{i — e') , a'it — e^*) 
r s — î r — — 9 

puis que l'on remplace x', y', z' par leurs valeurs en fonc- 
tion de y' résultant du n^ ^» en observant que le moave* 
ment elliptique donne 

(9) r»* = — ^)air, r'*di/ = )/a' (i é'jdt^ 

I 

I 

on voit que chacune des expressions précédentes pourra se 
développer en une suite de tenues de la forme 

m' J eos (rV H- «' '^J)d»f 

que Ton ne pourra intégrer que si Ton peut n^liger 
devant iV, ce qui a généralement lîeu pour la portion de 
Torbite dont nous nous occupons. Toutefois, on peut ap- 

proximalivement tenir compte de i V eu upéraiii comme il 
suit. 

En remplaçant du par sa valeur 

déduite de l'élimination de . entre les équations (9)^ 
Tint^rale quHl s^agit de trouver devient 

mais on a 

r» ~à» (i — -h e' ces — 

et si Ton remarque que e' est une petite quantité^ Tinté» 
grale ci«dessus pourra se développer en une suite de termes 
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de la forme 

Le denuer terme, eu ^rd à la valeiir ci-dessus de dy^ 
équivaut à . 



et est beaucoup plus petit que 

j' cos (/. p + 4-7*; )d9', 

en rai3pu de la petitesse des rapports et ^* Ou peut 

donc considérer l'intégrale précédente comme approxima- 
tivement égale \ 

JJ.8in(,>-f.iV-h/,). 
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CHAPITRE m. 

CALCUL DE L'ATTRACTION DES CORPS. 



^ I. — GÉHÉkALirte SVR L^ATTEÂCriOS DBS 8T8TÉ1IBS 

MATÉRIELS. 

54. Sî l'on ytni rattacher k la grayîution la forme par- 
ticulière et pour ainsi dire ^tirmieii ique qu'afTectent les 
corps célestes lancés dans l'espace, les phénomènes qu'ils 
présentent soit dans leur iDouvement propre^ soit dans celui 
des fluides qui en recouvrent la surface, on Toit que Ton 
doit chercher d'abord A calculer les résultantes des attrac- 
tions exercées par les particules d'un même corps sur les 
différents éléments matériels d*un autre corps, ou plus 
simplement encore la résnlianip des .k lions qui émanent 
du premier corps sur chacune des molécules du second, et 
c'est ce qui fait Tohjet de ce chapitre. 

55. Expressions <Ics composantes parallèles à trois 
axes rectangulaires de l 'attraction d'un systèoèe tfULtériel 
sur un point matérieL — Soient 

m', m',, m'j,. . . les masses élémentaires du système dont 
nous représenterons la masse totale par M'*, 

ry r^y Tt,... leurs distances respectives au point matériel 
de masse m sur lequel elles exercent leur attraction; 

Xy y y z les coordonnées du point m rapporté à trois axes 
rectangulaires Ox^ O /, Oz fixes dans Fespace* 

5i nous supposons que ia loi do l'attraction soit repré- 
sentée par uUe fonction quclconqiu^ f (r) de ia distance. 
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rattracliou exercée par ni! sur m sera mtvi(^{r). Ou peut 
concevoir que m change de position par rapport an sys- 
tème M' considéré comme fixé et invariable^ et dans cette 
hypothèse l'attraction ci-dessns donnera lieu, pour un dé- 
placement ûuj, à un travail tolal représeuié par 



Eu désignant par V la somme des travaux semblables résul- 
tant des attractions de toutes les parties de M' sur m, nous 

aurons ^ 

ou, pour abréger, 

le symbole S ayant Ja signiticat îou urdinaiic de somme. 

Soient X) Y, Z les composantes parallèles aux axes Ox, 
OjTf Oz de l'attraction totale de M' sur m; le travail élé- 
mentaire de cette attraction, représenté par raccroissement 
infiniment petit dy de V, est aussi égal à la somme des 
travaux élémentaires pai liels des couàposanles j ou a donc 

Mais comme V est une fonction de r, r^, rt, * . • , et par suite 
des trois variables on a aussi 

dS ' dV ^ dV ^ 
dV = dx-h djr + -j- dzy 
dx dy dz 

et par suite 

dy d\ dv 

X=— > Y=-r-> Z = — • 

djB df d* 

On voit ainsi que les composantes de rattraction s'ex- 
priment très-simplement au moyen des dérivées partielles 
de la fonction V du travail, a laquelle on a donné le nom 
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de potentiel, et que le tout se réduit à déterminer cette 
fonction. 

La fonctîoii \ ée x^j^ z ëgalëe à une constante arbi- 
traire ou Féquation 

V = C, 

représente une famille de surfaces dites surjaces de niveau 
jouissant de cette propriété que l'attraction exercée par M' 
sur cbacun des points de l'une de ces surfaces est dirigée 
suivant la normale correspondante de cette surface ; et en 

effet le travail élémentaire dV est nul pour tous les dépla- 
cements que Ton peut concevoir sur la surface. 
Dans le cas de la nature ou , de la gravité» on a 

et, par suite, 

r 

Si 3cf, j\ ^ sont les coordonnées de m^, on a 
I 



r» 

















r 

d*où, 

dx 

dy 

„ d\ 

d* r* 

expressions que Y<m aurait pu écrire à priori en remar- 
quant que la composante suivant Ox de l'attraction de 

sur m, par exemple, est égale à multiplié par le cosi- 

nus de l'angle que fait cette force avec Taxe ci-dessus, 

c'est-à-dire par — — — • 

Admettons maintenant que m fasse partie d'un système 
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matériel M dont nous désignerons par /Wi, m,, m,,... 
les autres éléments, et par (Xj, -^i)? {«^iï .^s"» ^s)i 
(Xt)^t9 '^t))' * * coordonnées co;:respondantes ^ soit U 
la somme des fondions telles que V, relatives à toutes les 
molécules de ce système : U est égale à la somme des pro- 
duits- deux & deux des masses des molécules de Fun et 
Tantre sjstèiiie par l'inverse de leurs distances. La somme 
des composantes suivant Ox des attractions exercées par 
M' sur les diiTérents points de m sera donnée par 

rfU rfO rfU 

attendu que V, par exemple^ étant la seule partie de U 
qui renferme a:, la composante de TaCtraction de ni sûr m 

est — ou — • Uu vuiL aiiiâi que les compuaautes de 1 al- 

traction entre les deux systèmes s'expriment encore facile- 
ment à l'aide des dérivées partielles du potentiel U« 

56. Attraction d'un système matériel sur un point 
matériel qui en est très-éloigné par rapport aux propres 
dimensions du système^ — Supposons que l'on prenne 
respecdvement pour origine et pour axes cobrdonnéà le 
centre de gravité O et les trois axes principaux d'inertie 
correspondants du système M', et soient {fig* 3) : 

a la distance Ont du centre de gravité Q au point attiré; 
âf, â,, a,,.., les distances O m', Om',, Om',,.*« du 
même centre aux diiTéients éléments matériels m', 

m^ , m', , ... de M' ; 
or, (5, y les angles formés par Om avec Ox, O^, Oz; 

B, C les moments principaux dMneriie de M' par rap- 
port à OxrOy^ Oz\ 
fit'P la perpendiculaire abaissée du point né sur Om \ 
r^ ''i'>rty. . * les distances mm^, mm\ , mm\ , . . * ; 
(a/, ) z')y {Ji'\,y\i z\)f' • • les coordonnées des points 
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On 4 

S»xif' M.'» 
puis, d après le théorème des momenlSy 

et, en exprimatit que Ox» O/» Qz sont trois axes ptiaci- 
paux d'inertie, 

S.m'«'^'=o, S.mVys&o, S.w'jVaiOî 
de plus, la figure donne 

OP = -c eus et 4- COS fl 4- cos y , 



r = v^<i»-h a'» — ao'. OP, 

£d appliquant à Tinverse de r la formule du biiiomc 

q' OP' 

limitée aux termes du second ordre en --9 — 9 il vient 

a a 

ÛP\'^_]i^r I la'^ 20P\ 3 OpH 
par suite, eu égard à ce qui précède, 

Or on a 

C = S.inV»H-S.ifi'/'», 
S . m! Op' = cos'a S . m' x'^ -+- cos p S . iw'/* -H cos y S . ///' « '% 

et enfin 

y=— - 4- - — [cos'a(B4-G--«aA)H-«os^P(G-4*A— 3B) 

H-cos'7(A4- B — aCj], 

Si Ton néglige le second terme de cette expression ou le 
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carré du rapport des dimensions de M' à la distance a sap- 
posée beaucoup plus grande, il Tient 

v = ^, 

a * . 

expression qui est identiquement la même que si le corps M' 
était remplacé par un point matériel de même masse placé 
k son centre de gravité. Donc : 

L'attraction d*ttn système matériel sur un point qui en 

est fort éloigné est à peu près la même que si toute la 
masse de ce système était concentrée en son centre de 
gravité, 

£n supposant que m fasse partie d*un système matériel M, 
fort éloigné de M', Tattradtion eicercée par le second de ces 
systèmes sur le premier, égale et contraire k celle de M sur 

la masse M' considérée comme concentrée en O, sera par 
conséquent la même que si ces deux masses se trouvaient 
concentrées en leurs centres de gravité respectifs, et l'on a 
ce théorème, indépendant d'ailleurs de la loi de Tattraction, 
comme il est facile de s'en assurer : 

Les centres de ^avùé de deux systèmes mafériels fort 
éloignés Vun de V autre $* attirent comme si les masses 
totales de ces systèmes s^j troui^aie/it respectiv'ement con^ 
centrées. 

Le système d'une planète. agit donc k très-peu près sur 
les autres corps du système solaire comme ai la planète et 
ses satellites étaient réunis à leur centre commun de gra- 
vité, et ce centre est attiré de la même manière par les dif- 
féreïits corps du système solaire. 

Cliaque corps céleste étani un assembla^*" de molécules 
douées d'un pouvoir attractif, et ses dimensions étant très- 
petites relativement à sa distance aux autres corps du sys- 
tème du monde, son centre de gravité est à très-pen près 
attiré comme si toute sa masse y était réunie^ et il agit de 
la même manière sur ces différrats corps. C'est ainsi qull 
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nous a été permis, dans la recherche du mouvement da 
centre de gravité d'afi corps céleste, de considérer ce der- 
nier comme un simple point matériel de même masse con^ 

centrée en ce centre, hypothèse que rend plus exacte encore 
la sphéricité des planètes et de leurs satellites, comme nous 
le verrons plus loin^ et qui admise à priori, sauf justifi- 
cation ultérienre, a conduit Newtou au principe de la gra- 
vitation* 

Revenons au sujet ffoA nous occupe : si l'on veut pousser 

plus loin 1 approximation et tenir compte dca termes du 
second ordre, il suffira de considérer le second terme de V 
ou de poser tout simplement 



1 m 



Vsr- - [cos'aj[B-h€'^aA} + Gos'p(C-HA — siB) 

en ajoutaibt aux composantes parallèles wax axes, résulunt 
de cette valeur, celles qui proviennent de Tattractioii sur 
le point m de la masse M' concentrée au pmnt O, . 

dy 

Pour obtenir X. ou ^9 on remplacera, dans T, oos'a 

par sa valeur r * 

I — cos'B — cos'7 = 1 — , , 
■ a* 

et Ton aura . . 

a L . J 

En différentiant par rapport à x et remarquant que 

/ da X 

« = ^x' + j^'+;=, 3J = -. 

on trouve 

3 T113C I ' 5 ' î 
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ei de mèma 

H i»z ( ' i 

V i * ^ ■ - ^^.-^ J' t'' -A)+; HC - B)] j . 

Dans ce qui suit, uous aurons moins besoin de ces for- 
mules que de celles qiû doaneol les valeurs des moments 
2Kb,, JIU^, 910, de l'altraction exercée par M' sur m ou 
înTersement, par rapport aux ave^ Ox, Ojj Os, et Ton 

trouve, en laissant de càté la composante dirigée de m 

vers O, qui ne duiiue aucun terme, ^ , 
^ „ 3w 

.0iL,= zr — ya= — (B — Cj^j/, 

Cl de même 

Ces formuleis nous seront fort utiles Iuiâ(^uc; nous uulis 
occuperons du rnouvement des corps célestes autour de leur 
centre de gravité. 

§ n. ÂTTIlACnOlf DBS COftPS TCRMISfÉS PAR DES SIJRFAÇES 

SPHÉRIQUËS. 

57. Considérations générales sur la constitution des 
corps cèles f es, — Les corps célestes ont une forme à très^ 
peu près sphérique, et, d'après ce que nous connaissons sur 
la constitution physique et l'origine ignée de notre globe, 
nous sommes conduit à- croire qu'à une certaine e'poque ils 
se trouvaient à l'état fluide. Ainsi, avant la formation de la 
première couche solide, ils oni dii aiiecler la forme d équi- 
libre d'une masse fluide soumise à ses actions mutuelles et 
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aDÎmée d'un mouvement uniforme de rotation autour d'un 

axe, forme que le retrait dû au reiioidisisement n'a pu 
Diodiiier d'une manière notable-, et il y a tout lieu de pré- 
sumer que, daos de pareiliesi circoastanceS| les matièi'es de 
même densité se sont groupées symétriquement autour de 
Taxe de rotation. 

La force centrifuge développée par le mouvement de 
rotation a dû modifier la formé sphérique que la masse 
fluide aurait naturellement prise sous TactiGn de ses atlrac* 
lions mutuelles, si cette rotation n'avait pas existé^ mais, 
comme d'après l'observation les mouvements de cette na- 
ture sont généralémient très-lents, les déformations qu^ils 
ont produites sont très-faibles; nous pourrons donc, dans 
une première approximation, en faire abstraction^ et ad- 
mf'Ltre (]ue cliac^ue corps céleste est composé de couches 
sphéii(|ues concentriques et homogènes, dont la densité 
varie avec la distance au centre. 

,Nous sommes ainsi conduit à calculer Tattraction d'une 
couche sphérique homogène sur un point matériel. 

58. jittraction d'une coucJie sphérique homogène sur 
. un point exténèwr, — Quelle que soit l'épaisseur de la 
couche, on peut toujours la supposer décomposée en cou- 
ches extrêmement mincès, et il suffira de considérer cha- 
cune d'elles en particulier, puis de faire la somme de leurs > 
attractions, dirigées évidemment du point attiré m vers 
leur centre commun, pour avoir l'attraction de la couche 
totale. 

Soient ' 

a* \è rayon d*une couche infiniment mince ; 

e son épaisseur 5 
p sa densité ; ' 

a la distance de son centre au point attiré m. 

Concevons un cène ayaut pour sommet le. centre O 
{fië' 4) s aboutissant à un point n\! de la surface extérieure 

9; 



Digitized by Google 



l32 ZAAITÉ ÉLÉMEiVTVlRE 

(le la couche, d'une ouverture infiniment petite mesurée 
par Vélément spfténçue ^cù, cVst-à'^re par la portion de 
surface qu'il intercepte sur la «phère ajant O^pour centre^ 

et runité pour rayon; ce cône déterminera, dans la couclie, 
l'élément de volume a' ^ e dm. Si Ton fait absUaclion de la 
cliâcontiauilé de la matière de la couche, ou si Ton conçoit 
que Ton y substitue une matière fictive continue» occu- 
pant le même volume fini sous la même masse, nous pour- 
rons considérer )e volume e/^edm comme ayant la masse 
p.ii*edfù. Cette conception théorique paraîtra suffisàmment 
exacte si Ton observe qu'un volume fini, assez petit pour 
être regardé, sans erreur sensible, comme une différentielle, 
renferme un très-grand nombre de molécules matérielles. 
Là masse élémentaire pd*edfù donnant lieu à Tattrac- 

non " ' ■ ' • ^ j — ) on a pour Je potentiel 



mm' 



J mm' 



rintégrale étant relative à la surface entière 4^ delà sphère 
ayant l'unité pour rayon. Quant à la masse entière de la 
couche sphérique, elle a pour expression . 

Soient p le cosinus de Tangle formé par Omf nvee Om, 
angle qui doit varier de o à ir, et ^ l*angle comprb sous le 
plan mOni et un plan fixe passant par Om. Portons sur 

Om', à partir du point O, une longueur O/i égale à l unité, 
projetée en O5 sur Om. Si le plan nOm tourne de Tangle 
dq autour de Om» l'arc décrit par n est 

et si» dans ces deux positions» on fait varier l'angle nOnt 
d*iue quantité infiniment petite» on déiennine un élteent 

sphérique mesuré par • - 

dq mnOsdnOs zs^dqdp^ 
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et que 1 on peut preadre pour d(à. D'autre pan, on a, dans 
le triangle Om'ni^ 

il vient donc 

d'où résulte que la coilche attire le point m» cojoime.'si 
toute sa masse était concentrée eu son centre.; De U on 
déduit fadlement ce théorème ; 

59. Une sphère pleine ou creuse homogène, bu compo-^ 
sée de couches concentriques homogènes dont la densité 
varie avec la distance au centre sinisant une loi quel-' 
conçue, exerce sur un point extérieur la même attrac" 
tien que si toute sà masse était réunie en son centre^ et 
comme conséquence» en raisonnant comme au n^ 56 : 
Deux sphères composées dé couches concentriques homo- 
gènes s^attirent comme si leurs masses étaient coiicen^ 
trées en leurs centres respectifs. 

60. Attraction d^une couche homogène sphcn'que ou 
terminée par deux ellipsouies semblables sur un point 
intérieur. — On conçoit facilement que pour trouver la 
loi de l'attraction d'une sphère semblable à celles du 
numéro précédent, il snffit de déterminer la résultante des 
attractions exercées par une couche spliéi ic|ue homogène 
sur un point m placé dans le vide intérieur. 

Concevons un cène d'ouverture infiniment petite, mesn** 
rée par l'élément sphériqne diù^ ayant pour sommet le 
point m; il détérmioera dans la couche^ deux segments 
exerçant sur le poini m deux actions directement opposées; 
Soit r la dislance du point m à un point quelconque de 
Fun de ces segments^ on pourra décomposer ce dernier en 
éléments de volume tels qîiè r*Jc^<£r dont la masse donner» 
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Heu à rattri^ction 

En inférant jpar rapport à et appelant ii répaisseoir du 
segment dans le sens de r, on trouve, pour Pattraction qu'il 

exerce sur m, mpudtsi ; et comme l'épaisseur u est la même 
pour les deux segments, on voit que leurs actions sur m se 
neutralisent, et que par suite le point m se trouve en équi- 
libre dans Fintérieur de la couche. La même chose a lieu 
pour une couche homogène terminée par detix ellipsoïdes 
semblables, puisque les deux portions d'une corde com- 
prise cntri; deux tllipses semblables de même centre et 
semblabiement placées sont égales entre ellçs* Donc : 

Une couche homogène sphérigue ou terminée par deux 
ellipsoïdes semblables n* exerce aucune attraction sur un 

points et par suite sur un corps ou sj sterne de poinLs ma- 
tériels, placé dans son intérieur, . 

. L'attraction d'une sphère oomj^osëe de couches homo- 
gènes concentriques sur un point se réduit donc à celle des 

couches intérieures à la surface sphérique passant par ce 
point. 

La valeur de V pour le cas d'une couche sphérique et 
d'un point placé dans son intérieur étant constante, peut 
facilement s'obtenir; il suffit pour cela de supposer le 
point m. placé au centre, et alors on a 

V=;=i?ip I fiùi I r<//'«= ajTJwp (a'* — a*), 

a^ a étant les rayons des sphères qui limitent la couche. 

61 . j4pplicatiou à la pcscMeur. — Le poid^ d'un corps 
k la surface de la terre n'est autre chose que la résultante 
des actions attractives qu'elle exerce sur les difl^rents points 

de ce corps, combinée avec la force centrifuge due à sa ro- 
tation sur elie-roêmc. Si dans. une première approximation 
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on néglige cette force dont il sera toujours facile de tenir 
compte, ainsi que l'aplatisscLaent aux pèles, un peut tirer 
des théorèmes précédents Texpression de l'accélération g 
de la pesanteur terrestre ; on a, en effets eu supposant que 
représente le rayon de la terre et p sa densité moyenne, 

• après le numéro précédent» cette formule est égale- 
ment applicable à un point compris dans Fintérieur de l'a 
Terre, située à une distance 1/ de son centre de gravité; 

et Ton voit ainsi que dans l'intérieur de la Terre la pesan- 
jeur croit comme la distance au centre. Mais il ne faut pa* 
perdre de vue que cette conclusion est subordonnée à l'hy- 
pothèse d'une densité uniforme pour la Terre, ce qui n'a 
pas lieu en réalité, comme nous le reconnaîtrons plus loin. 

62. Le Soleil, les planètes et les satellites pouvant être 
considérés è peu près comme formés de couches sphériqnes 

homogènes concenii iques, attirent les corps extérieurs sen- 
siblement de la même manière que leurs masses se trou- 
vaient concentrées en leurs centres. L'erreur commise est 
da même ordre de grandeur, que la diiFérence entre la sur* 
face de l'astre considéré et celle de la sphère, pour un point 
attiré voisin de cette surface, e( pour un point plus éloigné 
elle est du même ordre que le produit de la dilTérence ci- 
dessus par le carré du rapport du rayon du corps attirant 
à la distance de son centre au point attiré', car on a vu au 
n** 56 que l'éloignement dW corps attiré rend Terreur 
résultant de la supposition précédente du même ordre que 
le carré die ce ra^iort. Les cof-ps .çélestes s'attirât donc 
très-sensiblement comme si leur masse était concentrée en 
leur centre, non-seulement parce qu ils sont ïoil éloignés 
relativement à leurs propres dimensions, mais encore garce 
que leur 6gure dillère peu de celle de la sphère. 
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63. Recherche des lois de V (iffraction pour lesquelles 
les sphères attirent comme si Leurs niasses étaient con- 
centrées en leur centre. — La propriété .des sphères, com- 
posées de^ncbi^ sphér^ncs homogèhes, d'attirer oomme 
si leur masse était cooc^trée en leur centre de gravité est 
tr^-remarquable, et il n'est pas sans intérêt de rechercher 
si elle n'existe pas pour d autre lois du raltraction. 

Celle propriété ayant lieu par hypothèse pour nne sphère 
et celle que l'on obtiendrait èn lui enlevant une couche 
sphériqne superficielle infimmcnt mînce, subsiste néces* 
sai)renient pour cette couche. Il suffit «lonc de déterminer 
les lois de Fattraction pour lesquelleSTune couche sphériqne 
infiniment mince attire un point extérieur comme si toute 
sa niasse était concentrée en son centre. 

S9ieat ^ (r) la loi inconnue de Tattraction et 



le potentiel V relatif à cette loi s'obtiendra en remplaçant, 
dans la formule {a) du n® 58, 



I 



par F(r). Or il faut, d'après lliypothése admise, que V 

soit égal à M'mF(a) augmenté d'une couslauic indépen- 
dante de a et que nous représenterons par M'mU, U pou- 
vant renfermer a!» On a ainsi, en faisant quelques simpli- 
$catîoDS» 

">H-i 



et comme de ]A relation 

r^ ss a' — laa'p -4- a} 

on tire 

rdr 
^» 
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il vient) en remplaçant la variable p par r, 

et eu posant 
on obtient 

^ (« a') — (a — aa<i' F (a) -h ami'U. 

Si Ton difierentie deux fois cette équation par rapport à a, 
puis par rapport à a', ôn a ' 

f (a 4-a') — — fl') = 2a"[F"(ûi a -t- ^F'fa)] 
.1// / /«^'U idV\ 

r -t- «') - - û') = 4- , 

d'oÂ 

. "f^"^^ a \da'' ^ a' da! ) 

Or le premier membre de cette équation est uniqaement 

fonction de a, et le second de a', ce qui ne peut avoir lieu 
qu'autant que chacun d'eux est égal à une constante A. Il 
vient donc, en changeant a en 

^fjr) . 2y(r) _ 

d'où 

B étant une constante arbitraire; telle est la loi cbercbée. 

Si A = o, ûii JcLoaibe sur la loi de la nature, et l'on voit 
que c'est la seule qui, rendant rattraction très-petite à de 
grandes distances^ donne aux sphères la propriété d'attirer 
comme si leur masse était concentrée en leur centre. 

On démontrerait par une analyse semblable â la précé- 
dente que la loi naturelle est aussi lu seule pour laquelle 
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un corps placé dans 1 iniéi leur d'une couclic spliéiujue 
homogène est également attiré de toute part^ mais nous ne 
nous airèt^roiu pas à ce calcul, qui ne présente aiicune' 
difficulté. 

S m* — Attraction ncs bexifsoîobs homog^s. • 

64>, Les recherches analytiques relatives à la forme des 
corps célestes s'appuient essentiellement sur la considéra*^ 

lion des ellipsoïdes, r i nous allons en conséquence chercher 
à déterminer rattractiou exercée par un ellipsoïde homo- 
gène sur un point extérieur^ c'est d'ailleurs le seul cas, que 
nous ayons à examiner, puisque, d'après le 60, l'attrac- 
tion d'un pareil corps sur un point de sa masse se ram^e 
à celle do TelUpsoïde semblable passant par ce point. 

Ce problème, Tun des plus difficiles de Panalyse, a oc- 
cupé les plus grands géomètres ^ Newton, iM i laui in, La- 
grange, Legendre en donnèrent des suluiiuns, mais dans 
des cas particuliers. Laplace, le premier, le résolut dans 
toute sa généralité en employant une analyse très-complî* 
quée; plus tard, Ivory et Gauss en donnèrent ctiacun une 
solution plus simple. Enfin, M. Chasles, en i838 et i84o, 
arriva au même résultat par une méthode ^cométrique ex- 
irèmcmetit remarquable sous le rapport de la simplicité, 
et nous nous bornerous à. la reproduire, eu établissant au- 
paravant les quelques lemmes sur lesquels elle repose. 

65. Digression sur quelques propriétés des ellipsoïdes 
lionio focaux. — On appelle points correspond fjnts sur les 
surfaces de deux ellipsoïdes, ceux dont les coordonnées sont 
proportionnelles aux axes qui leur sont parallèles. 

Les points correspondants de deux ellipsoïdes homofb* 
eaux jouissent des propriétés suivantes : 

1^ La différence des carrés des distances du centre à' 
deux points correspondants de deux ciiipsoùles homcja- 
eaux est constante* 
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Suieul 



It's équations des deux ellipsoïdes, les variables éiani sup- 
posées représenter les coordonnées de deux points corres- 
pondants. On a, par hypothèse, 

X y y' «' 

ï-?' p-p" V--?' 

«,Ma>P>7,«'>P'>7',. 

«"=p" — P" = 7'— -/"i 

puis . 

= 5 («' - «") (p'- p"') + J (7'- »") = «". 

ce qu'il fallaîi établir. 

2** L,es piixUdls de deux rayons (juelcoïKjues pris res^ 
pectiyement dans deux ellipsoïdes, par le cosinus de leur 
angle, est le même pour les ntjrom menés aux points cor- 
respondants. 

Soient Ri les deux rayons aboutissant aux points 

(x, jr^ z)^ (x,, Zx) des deux ellipsoïdes, et accentuona 
les mêmes lettres poui représenter leurs équivalentes, re- 
latives aux points correspondants \ on a 

a , a' , B , S' , y , y' f 
a' a '^p'-^ p-^'^Y ^ 

• ==.r'a;',-h/y,-f-a'z',==R'R;cos(i(\R^). 

3^ La distance de deux points appartenant respective- 
ment à deux ellipsoïdes homojocaux est égale à celle, de 
leurs correspondants. 
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£n effet, d'après le premier ihéorème, on a . ' 

R»— R'*=2B'.«— a;, foù r«+r;=r'*+rv. 

.et, par suite, en vertu du second, 

r»-PK; — aRKiCOft (r^rI) sR'*+ R','— ^R'R'i cos (r^B^) . 

Remarque. — Concevons une couche infiniment inince 
terminée par deux ellipsoïdes semblables, et une seconde 
coucbe ellipsoïdale dont les surfaces soient resp^tivément 
homofocales de celles de la première; on reconnaîtra sans 

peine que ces dernières surfaces sont semblables entre elles, 
et que le rapport de similitude est le même pour les deux 
couches. Si l'on considère dans la première couche une sur- 
face ellipsoïdale intermédiaire, semblable à celles qui hi 
terminent, il existera dans Fintérienr de la seconde tme 
surface bomofocale avec elle, et semblable/à celles qui 
limitent cette seconde couche. On conçoit dès lort ce que 
Ton doit cniendre en disant que tout point pris dans l'une 
des couches a son correspondant dans l'autre. 

4^^ Les portions de volume de deux couches homo/O'^, 
cales infiniment minces à surfaces respectivement sem" 
blahles, limitées par des contours dont les points sont 
correspondants, sont entre elles comme les volumes de ces 
couches. 

Car eu décomposant les portions de volume en parallé- 
lipipédes élémentaires) dont les sommets soient des points 
correspondants^ le rapport de deux parallélipipédes élé- 
mentaires est exprimé par 

d.cdydz a.py 
dx'd/dz' iPpY' 

66. Le problème de V attraction d^un ellipsoïde homo^ 

gène sur un point extérieur se ramène au cas oà le point 

est situé sur la surface extéricui-c. dUine couche infini^ 
ment mince , terminée par deux ellipsoïdes semblables. 



Comme on peut supposer rellîp<50Hle décomposé en 
couches infiuiment minces, terminces par des surfaces !»em- 
blables à celle qui limite le corps, il suffit de chercher à ■ ^ 
quoi se réduit Tattraction de Fune de ces couches sur le 
point attiré. 

Concevons que Ton fasse passer par le point aitirë m un 
ellipsoïde limitant extérieurement une couelie humofocale 
avec la pro|>osée, et dfi même deudlé p* Soient m' le point 
correspondant de m sur la couche proposée; dv^ dv^ deux 
éléments 1 de' Toiume correspondants pris respectivement 
dans cette couche et dans son homofocale ; r la distance de 
m à dvy égalé à odie de m' k ân^' (Gu) ^ on a 

et pour le potentiel rel a t i f au point if» et à la couche .propo- 
sée, en laissant de côté le facteur constant m 

V étant le potentiel relatif au point m! et à la couche pas- 
sant par le point m. Or^ si le point m' se déplace sur la 
couche proposée, m se déplace sur Thomofocale considérée ; 
mais y reste constant puisque m'fsst en équilibre sous Tac» 

tibnde la couche passant par le point m (60). Donc, lorsque 
m se déplace sur la couche homofocale à la proposée pas- 
sant par ce point, V reste constant, ou, enfin, V attraction 
de la couche proposée est normale à son homofocale pas* 
sant par le point attiré. 

' Pour une couche intermédiaire entre celles que nous 
venons èe considérer, dont a"^ (3'', représenteraient les 

demi-axes, ^" le potentiel conespundauL au point ut, on 
aurait de même 

• ^—iJljI.' 
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r 

les composantes parallèles à Taice Ox de rattracUon de la 
«ouche proposée et de la couclie .intermédiaire sur le' 
point m, X, z étant les coordonnées de ce poini : on 

tire de Téqua lion précédente. > 

el comme celte proportion doit avoir lieu quelle que soit 
la position de la couche inierinédiaire, et par suite lors- 
qu'elle se confond avec cellequi passe piùr lepointm,ilvient9 
en désignant par X' Tattraiction exercée par cette dernière, 
estimée suivant Oxy 

Le tout revient donc à. calculer X', Y', lï^ ou l'attraction 
exercée par une coucbe ellipsoïdale infiniment mince à 
surfaces admblabfes sur un point de- sa «nrface extérieure 9 

mais auparavant nous ferons remarquer que ks différentes 
propriétés que nous venons d'énumérer sont indépendantes 
de la fonction de la di&tançe qui entre dans l'expression de 
l-attraction. 

» 

67. AttTQctiQn d^une couche^ homogène infiniment 
mince sur un point de la surface, — uippUcation à une 

couche terminée par deux ellipsoïdes semblables. — 
1^ Attraction d'une couche infiniment mince sur un 

é 

point de sa surface extérieui)». — Soient (Jig. 5) m un 



»4» 

par suite,' 

Soient 
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point de la sui lace extérieure d'une pareille touche sur le- . 
quel elle exerce son attraction j mn la normale abaissée de 
' ce ppini sur la surfaçe intérieure^ e = mn Tépaisseur de k 
Gouebeenin» 

Nous supposerons que la figure résulte d'une section iai 
dans la couche par un ])lan fjuelconque passant par mn-^ 
soient ma'j mb' les génératrices comprises dans ce plan, 
du c6ne de sommet niy circonscrit à ia surface intérieure, 
ces génératrice rencontrant la surface extérieure en a\ h' 
et touchant en a et 5 la surface intérieure, , 

L'attraction cherchée sera îa résultante des attractions 
dues aux segments, aa' bb\ ambu^ (msa!^ mlb'). 

Considérons en premier lieu le segment ambn, et con«* 
cevons dans Tintérieur du cône a' ml/ un cône de même 
sommet, d'une ouverture infiniment petite mesurée par 
1 élément sphérique r/œ. Nous pouvons supposer que Je 
plan delà ligure passe par Taxe de ce cône élémeniaire^ 
soient mq'^ ^^'f/x-, celles de ses génératrices qui 80ntC0B|^ 
prises dans ce plan ^ ^ et pi, leurs points de rencontre 
avec la surface întéHeure ; q'^ q\ leurs points d'intersection, 
avec la surface extérieure 5 pj la perpendiculaire abaissée 
de p sur la direction de mn. En suivant Ja même marche 
qu'au 58, on trouvera que i'altractioa de l'élément mpip 
sur m est mp^du.mp dont la composante suivant mn est 
mp d(ù..mj. La longueur mn s e étftnt uu infiniment petit 
du premier ordre par rapport a ma, mb^ valeurs limiies 
de mp^ il faudra et il suffira de conserver les secondes 
puissances de maj, mb^ mp^ pj^ qui sont de Tordre e. Il 
nous sera, donc permis de remplacer Tare an par celui de 
son cercle oscillateur en n ; soient e le centre de ce cercle^ 
ft = = oc == ne son rayon, d l'angle pmc, a Tangie pcn 
dont nous négligerotis lea puissaiices supérieures à la se- 
conde. On peut prendre (58) d(ti BÏnô dd dq, q étant 
langle formé par le, plan de la figure avec un plan fixe pas* 
santparmn. 
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Posons 

(a) niJ,ûn9di:=idsVt ■ . 

F ëtaut une fonction de o qu il s'agit de déterminer, ei ap- 
pelons ^ la valeur limite amn de laquelle est fonction 
de q\ ratlractiou du segment anibn sur m, estimée suivant 
jwn, sera _ - 

(?) . ' . /n/.jr"[F(i')-F(a)]^,; 
or, on a d'après la figure 

fia* 

m/s;RH-tf-<-B.cos« = tf-'f > 

mj sas iWpCOS^ ^f^°* * COS^ es Riflt cot>» 

d'où 

'I , • ' ' .... 

R*a* — ^^aRtt.Root^-^ aRe so. : 

La racine de cette dernière équation, qui s annule avec d 

éunt •• .• ■ .: ■ . 

' Ra = ^ 

lang^ 

il vient, en portant cette valeur dans Texpressiou de dFf 
OU) en posant z = cos^y 

. .r=_a[.-(...£)v/:3f]^. 



(*) On donne dans quelques Traités de Mécanique, en considôrant une 
couche ellipsoïdale, une démonstration qui parait très-simple, mais qui e«»t 
inexacte, car elle consiste à supposer mj — mn, tandis qtie pour le point a 
Ift pf emière de ces longueurs est double de 1 autre, et Ton trouve ainsi 

or, poulr que cette ibrmule puisse coïncider avec ceUe du texte, il faudrait 



I 
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et l'on devra prendre riniégrale entre les limites « s 

/ 1.6 

* = \/ dernière valeur qui annule le radical re- 

présenUût le cosinus de Tangle amn, L'intégraL^ de cette 
expression est (^) 

Il suit de là» en continuant Tapproximation adoptée» que 

F((î')-F{^) = <f 

et que l'attracuon (P) du segment sur m, estimée sui- 
vant mn^ a pour expression 

(^) airjMptf, 

que — tang<r restât infiniment petit, de manière que, en développant le ra- 
dical, on pût s'arrêter au second terme du développement; mais il n'en est 
pas ainsi, car aux environs du point a cette quauUté est tr«s-voisine de 
Timité. 
(*) On a en effet 

Posant = M», a vient, en négligeant toujours le carré de 1, 



4 y 

V-r- 



d'où l'on dédnU l'Intégrale donnée dans le texte, «n remplaçant u par sa 
Taieur. ^ 



lo 
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Il est facile de voir que le même i>egment ne donne au- 
cune composante de raltraciion, perpendiculaire à mn'^ il 
suflit pour cela de remarquer qu^il peut être considéré, à un 
infiniment petit du second ordre près, comme un cène du 
second degré tangent suivant l'indicatrice à la surface inté- 
rieure et dont par conséquent nin est un axe de symétrie. 

Considérons maintenant le segment (msa\ mtU)^ et soit 
si le plan tangent en n à U surface intérieure; les normales 
aux différents points de la calotte smt de la surface exté- 
rieure feront avec mn des angles infiniment petits dont le 
carré sera de Tordre mn ; si donc nm' esl la normale en m 
à cette surface, limitée en n' à la surface intérieure, Tangle 
nmn' sera du même ordre que l'angle a introduit dans la 
question précédente. Cela posé, supposons que le plan de 
la fig. 6 soit l'un quelconque de ceux qu i passent par mn\ 
et soient c\ W — c'ni le centre et le rayon de courbure de 
l'arc a^m; ^ un point quelconque de cet arc; o' les an- 
gles yLc'm^ iimc' q' l'angle compris sous le plan delà 
figure et un plan fixe passant par mn'\ on a 




et nous devrons néa;ligcr les puissances de a' supérieures à 
la st conde. L'altratlioa sur m du cône élémentaire ayant 
ce point pour sommet et ahoittissani au point ^ est, abs- 
traction faite du facteur mp, 

et sa composante suivant m€f 

a 4 

dont Tintégrale par rapport à cl' est du troisième ordre et 
négligeable. Ainsi donc le segment considéré ne donne pas 
de composante suivant mn'. 
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I.a composante de raitraclioii du viSuv élémentaire ci- 
dessus suivant la tangente en m à J'arc ma' est 

R' R' 
et pour l'ouglet m^a 




mais comme sa direction est infinimeiit peu différente de 

celle d'une perpendiculaire à celte altractioji ne donne 
suivant cetlc droite qu'une romposanu^ négligeable. 

Ainsi doue l'attraction du segment na!mb'n sur m, esti- 
mée suivant mn^ se réduit à celle du segment am^n, et a (d) 
poar expression. 

Remarque, — Désignons par a, l'angle Umc**^ la com- 
posante de Tattraciion siiivaut la tangente eu m, due aulC 
deux onglets msa'^ mtb', est 

R'i — ^—^(fq = R — - — - • (* — - 

Si la droite mit était rigoureusement normale aux deux sur- 
faces ou si les points n et it'se confondaient, on aurait 
a' = a , , et cette composante serait nulle. Elle sera égale- 
ment nulle ou négligeable, lors;|ijc 1 angle nnm' sera du 
même ordre que e, et alors la composante de l'attraction de 
la couche entière, normale à mn, ne pourra provenir que du 
segment aa'bb'* 

Application à une couche terminée par deux ellip- 
scSdes semblables, — Revenons maintenant a la couche 
ellipsoïdale à laquelle la remarque ci-dessus est applicable. 
On a {Jig, 5) 

mp = qq% 

et par suite la somme des attractions des éléments pi'f'p, 
q' qq\q' sera double de celle da premier d'entre eux ^ il suit 

d(; là et de ce (jiii [)réeède que inn c^jL la dii eclion de Tat- 
traction totale de la couche, ce qui est conibrmc à ce que 

lO. 
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nous avons vu au n** 66, ei que cette attraction est repré* 
sentée par le double de l'expression ( J ) ou par 

(t) ^Kin^e» 

Attraction d^une couche homogène infiniment mince 
sur un point de sa surface intérieure. — Supposons que Ton 

veuille calculer l'attraction d'une couche homogène infi- 
niineiii mince et t|uelconque sur un point ii' de sa suiface 
iniérieure {^g» soil^'^' le plan tangent eu ce point de 
la surface, et désignons par s"t" le plan perpendiculaire au 
même point à la normale n'm abaissée de n' sur la sur£ice 
extérieure. L'angle compris sous ces deux plans étant infini- 
ment pi ti t, on pourra, clans le calcul de ratlraciiou, rempla- 
cer le segment s' mt' par le segment s^'mt", Or, pour obtenir 
Taltraction due à ce dernier, estimée suivant mn\ il suliit 
de changer dans la formule R en — R, puisque la cour- 
bure a changé de sens par rapport au point attiré, et d*inté« 

grer F^^^ entre les limites ^ = o, d = on obtient e pour 

résultat, par suite l attraction du segment est toujours re- 
présentée par Texpression (d), et il est facile de voir qu'elle 
est la même, aux termes du second ordre près, que celle qui 
est due au segment {a*s*mnat b*s*mnb ) ; enfin, l'attraction 
du segment ah a' y a la même valeur pour les points m et n 
supposés de même masse m. Les attraeiions sur ces deux 
points estimées suivant mnl^ dues à [a'sm'na^ b'sfmnb) étant 
^ales à îAirmpe et de sens contraire, on voit que la dijfé' 
rence des attractions de la couche totale sur deux points 
correspondants de même masse de la surface extérieure 
et de la surface inléiieuve de la couche, estinicas suivant 
la ligne qui joint ces points, est représentée par ^izmpe. 
On voit de plus que si la couche jouit de cette propriété de 
n'exercer aucune attraction sur tout point de son intérieur, 
Fattraction normale à sa surface extérieure sur le point 
correspondant de cette sui face sera repi é:ientée par 4 ^ utpey 
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ce qui esl a ne généralisaiion do ihéorème précédent, rela- 
lif à la couche ellipsoïdale, eu égatd à la propriété démon- 
trée au 60. 

68. Calcul de VaHraethn ^un eUipstMe homogène 
sur un point extérieur, — Supposons que la couche dont 
nous nous sommes occupé au numéro précédent repré- 
sente riionioibralt' passant par le point attiré m de l'une 
des couches à surfaces semblables, dans lesquelles on peut 
supposer rdlipsoïde décomposé. Soient OQ — V (Jîg. 5) 
ia perpendiculaire abaissée du centre O de Tellipsoïde sur le 
plaa tangent en m; i le point d^intersection du rayon Om 
avec la surface intérieure de la couche passant par m; 
y', a' les demî-axes de celte surface, dirigés suivant 0-z, 
O jr^ 0.r; y, j3, « les Ji tu i -axes correspondants delà couche 
de rellipsoïde, ayant les mêmes foyers que la précédente^ 
dy\ dy seront les épaisseurs de ces deux couches suivant O^. 
Les triangles semblables min, OQm donnent 

on a d*ailleurs, a?,/, z étant les coordonnées de m, 

P'.= î , 

„ _L_ r!^ 1 

a'* p'« 7" 

cos(P',.) = -.^^, cos(P',/) = -^, cos(P',x)=-51f. 

Les composantes de rallraction de la couche passant \mv r/t, 
sur ce point, estimées suivant Oz, Oy, Oz^ sont donc, 
d'après le numéro précédent, 

Si on les multiplie par ■ /J }f on aura (66) les compo- 
santés dZf dY^ dX de la couche homofocale de Tellip- 
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solde sur le point m, et il vient ainsi, en remplaçaDt de 
plus le rapport ^ par son égal ^ i 

Soient c, />, a les demi-axes de la surface de rellipsoïde, 
parallèles à Oz, Oj, Ox, c ctant le plus petit ^ posons 

des relations 

a'»— a* = — f ' = 7' — 7% 
abc 



P'» 7'» 



on tire 



(0 ""•+?&-*-iF^b-.=^'' 

équations qui permettent d'eicprimer 7, par suite a, 
a', |3', y' en fonction de //. Enùn ou a 

7' 



Fn diiïérenliant ré(]iiaUoa (/) par rapport à pour 
exprimer dy am moyen de du^ on obtient 

A l*aide de ces diûîérentes relations, et en introduisant la 
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masse M — ~ npalc de rdlipsoule, ou trouve lacilemenl 

u*du 



1 ' 
(i -h Va')' (i-f-X'^ii')' 

t 3 



(H-Vit»)' (i -)-X'»a»j' 

Le demi-axe c'^ déiertuiné par Ozy de Tellipsoïde bomo- 
focal avec le propoié passaot par le point sera donné 
par Inéquation 



c'» ^ 

qui ne peut fournir qu'une seule valeur positive pour c'', 
les valeurs négatives se rapportant auic hyperboloïdes ho- 

c 

mofocaux. Les limites de u étant o et -.9 on a, en définitive, 



t 



Z= — 



3Miif2 



( Y = - 



1 



c 

? 



u^dtt 



' u'du 
(i+X»ii»)^(i-hV'«^)^ 

' ft^ du 

(i -f-V<«»)^(i-hV'tt»)' 



La recherche de ces trois intégrales se ramène à celle de 
la suivante. 



3 Mi» 

"IT- / y 
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qui De peut, en général, s'exprimer qu'au moyen des fonc- 
tions elliptiques ^ car on reconnaît sans peine que 

Z = -L, T=--^, X— 

• dl' ^ dïf 

Lorsque l'on aura 1 = ?/, il ne faudra faire cette su])po- 
sition qu'après avoir eilectué les diUereniiations par rap- 
port a X et X'. 

Si le point attiré se trouve à la surface de Tellipsoïde, on 

a ^ = I, elles limites des intégrales (i) sont zéro et l'unité. 

Ellipsoïde de révolution aplati* — On a h=ta on 
X' = X; les intégrales s'expriment alors, par l'intégration 
par parties, au moyen d'arc tang, el Von trouve 



' Z =^ 3— — 



(^y-arcung^j 



/ le \cc' \ 

(^arcUng^-^,,-^J 



3 M/wx 



formules dans lesquelles on devra supposer (/ = c quand 
le point se trouvera à la surface même de rellipsoïde* 
Ellipsoïde de révolution allongé, — On a c = 5, d*où 

X — oj rintéfi^raLiori par pai lies conduit aux valeurs sui- 
vantes, dans lesquelles le signe log se rapporte aux loga- 
rithmes népériens : 



3 M mz 



(3) 



zi\mx\. (vc ^ I 



Vc 



I w 
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69. Attraction, sur un point fie sa surface, d *un ellip^ 
séide de révolution assez peu aplati pour que Von puisse 
négliger la quatrième puissance de son aplatissement, — 
Supposons que Ton fasse passer le plan yOz par le point 

aUué, ou que a: = o, les deux premières formules (2) 
donnent, en y faisant a =1 a' et en négligeant la quatrième 
puissance de X, 

"-(-!'•)■ 

dont la résultante G a pour valeur 
L'équation de la courbe méridienne est 

(H-X»)z'H-/»=:c'(i-hP), 

et Ton a» en appelant / la latitude du point attiré ou Tangle 
aigu que la normale À la surface en ce point fait aTec Oy^ 
et 

Si0/= — ^ ; 

d'où, en négligeant les termes en X^, 

G = ViTIir^ [ 1 ~ I ^Mî» - sinV)] 

or 

»* -h y = (i + V) — X*»* = (ï H- X') — X'»in' / -h 7') , 
d*où 

et enfin 

G=— ( I -XH 8in'/)=— ( 1 — i-X' ( iH &io»/|, 

<?" \ 10 10 / «» \ 10 y \ to / 

etTaccroissement de la pesanteur à la surface de Tellipsoïde, 
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en allant de l'erjuateur aux pôles, csl proportionnel au carré 
du sinus de la latitude. 

Ce résultat peut s'appU<|uer a la Terre, considérée 
comme une masse fluide homogèDe^ pour trouver la loi de la 
variation de la gravité, résultant de l'aplatissement aux pôles. 

70. Bemarque relatitfe à Valtraction des ellipsoïdes 
hétérogènes, — Considérons un ellipsoïde composé de 
couches semblables homogènes, mais dont la densité varie 

de Vuuii a l autre suivant une loi déterminée que Ton 
pourra représenter par 

'='©• 

On a, d'après ce qui précède, 



1 = 1 (z'u' 
e c \ 



il sera donc possible d'exprimer p en fonction de u, et il suf- 
fira, pour obtenir les composantes de i*attracdon, de faire 

passer cette valeur de p sous le signe ^dans les formules (i). 

71. Attraction d un cy lnirlfc ellipsoïdal homogène 
indéfini sur un point extérieur. — Pour obtenir les com- 
posantes de cette attraction, il suffit de remplacer, dans les 

A ' J. 

formules (i), M par sa valeur ^ Tra'p (i H- X')' (i -H X'*) ' , 

puis de supposer infini X' ou a ; on trouve alors Xs= o, ce que 
Ton devait prévoir, et 

c 

Z=r-4iriîfps(H-X'r f ^^^—^y 

Jo (l 

e 

Y = — 4ir«Pr(i-HX»)» / 5, 

(1 



Jo (l-hV«»J* 

formules qui s iutègrciU faciiciucul. 
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Supposons que le point adiré se trouve à la surface du 
cylindre» ou que p = i j on trouve 

et si l*on pose 



il vient 



(4) 



b 

- = Y ou t = y*, 



7+ 1 



)Y= — â^mpy — î — > 



iormules auxquelles Laplace est arrivé directement dans 
ses recherches sur la figure des anneaux de Saturne. 

§ IV. AlTRACTlOM DKS SPHÉROÏDES. 

7â. Équation aux diffiérentielles partie/les à laquelle 
satisfait le potentiel* — La fonction Y de jr^ z jouît 
d*unc propriété remarquable, exprimée par une équation 

aux (I l (Vérf'niielles partielles, qu'il est fort utile de connaître 
dans l étude de l'attraclion des spliéruides. 
En conservant les notations du n° 55, on a 



l56 TRAITÉ ÉLÉMElîTAlEE 

et 

* 

ai» r»* 



d'où 



Or, on a 



d^l 

r _j r ^ r ^ 

dx* dj* dz* 



Vs=:irS — ♦ 



c'est-Â-dîre que V se compose d'une somme de termes sa- 

lisfaîsanL tous à 1 étjuation linéaire ci-dessus aux diiléi ea- 
lielies partielles ^ il vient doue 

, , d^\ d'Y d^y 

Telle esl l'équaLiou cherchée, qui sera applicable à tout 
point ne faisant pas partie du coips attirant, puisque, la 
distance des molécules ne pouvant devenir nulle, les diiié- 

rentielles premières et secondes de ^ sont toujours finies 

et déterminées. 

Mais si Ton considère la matière comme continue, c'est- 
à-dire comme reriipUssaiit complètement toute portion de 
volume d'un corps, quelque petite qu'elle soit, la formule (i) 
ne peut plus s'appliquer au cas d'un point faisant partie du 
corps, puisque pour les molécules contiguës on a r = o, 
xssx% y = j , z\ et quMors les diâS^rentielles ci* 
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dessus de - se présentent sous une forme indéterminée. 

En conndérant ce cas, concevons une sphère enveloppant 
le point attiré m, et dont le rayon soit assez petit pour que 
la matière qu'elle renferme pufsse être regardée comme 

homogène, La portion de \ lelalive à la Ltiasse du corps 
extérieure à la spbère satisfera à réqualioii (1). Eu dé- 
signant par a, y les coordonnées du centre de la sphère, 
on a (60), pour les composantes de Tattraction qu^elle exerce 
sur Ht, 

— I ici»p(*— «), — I n wp (7 - p), - lîr/wp (8 — 7), 

dont la summc des dérivées partiel les prises lespectîvc- 
ment par rapport à x^y^ z est — ^t^mp. On conclut de là 
que V satisfait dans Thypothèse actuelle à l'équation aux 
diHérentielles partielles 

</>V d^V d*y , 

buljaiituons maintenant aux coordonnées rectangulaires des 
coordonnées ]>olaire$, et soient (fig» 3) 

a la distance du point attiré m k Vorigine O, choisie dans 

l'intérieur du sphéroïde*, 
ô Tangle formé avec Oz par le rayon vecteur a 'y 
u Tangle formé par le plan mené par â et avec le 

plan jrO z ; 

a'y B\ a' les grandeurs analogues à a, 0, o pour un 

point du sphéroïde. 

Posons de plus 

= C0S9, fi^ = oosO'. 

L'élément sphérique correspondant à m' (58) sera 

de sorte qu^en appelant p la densité du corps au point m', 
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on peul prendre 

Pour tout le volume du corps, on devra intégrer par rap- 
jH>rt à B entre les limites o et ir ou entre = i , = — i, 

et par rapport à cî en Ire les limites o et m. 

Si Fou remarque que ie cosinus de Tauglc formé par a 
avec a' est donné par 

/>= cosô cosô' H- sin ô sinô' cos(cr — or'), 

on a, pour la distance mm', 

r = sjà^ — 9 aa^ [cosO cos 0' H- »b 0 sin9' cos [m — 9')] H- a'^ 

Enfin, si on laisse de côté le facteur m de Y , po^f simpli- 
fier récriture, ce <]ui revient à ne considérer que l'accélé- 
ration dne à Pattraction, il vient 



d^' \ d^u' I 

0 «/-I JV«^-2«a'[c 



et comme on a 

(a) s==iicosO, je = asinOcoso, 7 s=«$in9sino, 

r équation (i) devient (*) 

/ rf»? dY 1 d^V d^aV 

^ ® -59 + iûi ô * -dSr = « 

(3) ou 



£/V _ d\ dr dS de dV dts 
djc dr dx d(i dx ' dts dx 

dr do da 

i'uur avoir les dUlVrcnlielles pnrtklles -r r-r- 1 — - » il ne faut faire varier 

de dx dx 
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73. Développement en série de t attraction d^un sphé' 
roïde sur un point. — Si nous supposons que le sphéroïde 
est entièrement compris dans la sphère décrite du point O 
comme centre avec le rayon Om s=ay ou si, dans le cas . 
contraire, nous ne considérons qae la portion de sa masse 
comprise dans celte sphère, a' sera plus petit que a ou lui 
sera au plus égal. Dans cette hypothèse de a [> a\ on pourra 
développer 



en série convergente suivant les puissances ascendantes 
de — • Le coefficient de ( — ) sera une fonction entière 
et rationnelle de 

^ fAfi' + — ^* ^1 — p"gos(o — Z^)f 

et Von aura 



y=0 



o * ' 

Si Ton représente par Uy le coefficient de dans la sc<- 



que * dAus les expressions de r, cos tangcr résaltant des équations (a), co 
qui donne 

dx * tix r dx * 

et 

H. _ eos0 ^ — — 
dx dr r du 

<I»V d'\ d \ 

fin difTéren liant de nouveau, on aura , et de la même manière -j-r, —7. 
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rie V, on aura 



/» 2Tf /»-+- 1 n 



(4) 



oo 



O 



En substituant dans la seconde équation (3) le déve- 
loppement de V, et égalant à zéro les coefficients des diûé- 

rentes puissances de on trouve que Uy» fonction entière 



et rationnelle de ft^ — fx'eoscr, Vt — fi* sino satisfait a 
Tcquation aux différentielles partielles 

à laquelle satisfera également Ty, puisque cette fonction 
n*est autre chose que ce que devient Uy quand le corps 

altirant se réduit à un point. 

Kous désignerons sons le nom de fonctions spliériques 
les fonctions telles que Uy^ dont nous déterminerons plus 
loin la forme générale pour toute valeur de Tindice y. 

Le développement de suppose que ^ <^ mais par 

suite de rintégration, la série qui en résulte pour Y ne cesse 



a' 



pas d'être convergente , lorsque ~ = t. Pour établir ce 

théorème, il nous suffît de prouver directement que V 
est toujours développable suivant les puissances ascen- 
dantes de ~9 lors même que pour certains points du sphé- 



roïde on a ^ = I ; 
a 



Soit q Tangle formé par le plan mOm' avec un plan 
fixe passant par Om\ l'élément sphérique correspondant 
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»piît^ éuni — dpd<fy V peut mettre sous la forme 

(a) v«i r"-, r' ^^^^ 

. lOr. on a, en int^rant par parties, 




J V'-— 



ef 6i| appelant d Tangle m'Ont, ou posatit /i = cos^, 

Les deux fadeurs de cette oxpression sont dévcloppables 
en séries convergentes^ d'après la loi du binôme, lors 

même e*t égal à Tunité ( * ) . . v . . j ► - - > , • 

Le produit de ces deux séries, ordônné auivaat ies puin^ 

• ^/ 

sauces ascendautes «I®'^» également, dans les mêmes 

conditions, une série convergente; car une pareille série 
ne cesse pas d'être convergente lorsqu'on la multiplie par 
une somme de termes dont la valeur est tinie \ et par une 
raisoQ aussi simple, une double ou une triple intégration 
ne peut pas altérer la convergence de ce produit. Donc» en 
déBmtiye, le développement en série de V suivant les 

puissances ascendantes de sera , non-seulement conver- 



(*} ABBi,t; I, p. 87. 

Il 
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gent loviqiM le «fMroïde poMédcra det petnli égûemekt 
distants de Torigine <{ue le point attiré, mais encore 
lorsque le point viendca se placer snr sa aiirfaee. 

La composante de Tattraction suivant le rayon a-, ou 




est également développablè en série convergente suivant 
letf puissancea ascendàntea de ^9 dans les mêmes conditions 

que V. Ëa eiiet, en intégrant par parties, on a 

— ^(«-v'+y) 

et, d'après ce qui précède, le développement est possible 
pour le second terme de celte expression. Or, pour une 
même valear de a', les limites de p sont (onetxon de q, et ré-* 
cîproquemeiit q. peut être considéré comme une fonction de 
l'une ou l'auire de ces limites. U r^lte de là qne si j/ 
repr&iente Fiine des limites de Pînt^rale 

♦ 

pourra être remplacée par une autre de la forme 

/f(/'')(.-î?/''H-S)''4»'. 

la fonction 9 (pi) pouvant Tenlermer a\ et unC' intégration 
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p«r iwrllei |k|ioiivom, de la même. mtaiiMiie lovA li 
rbettre, que eette cxpvMBÎPft «si dév«ld)^»Ue en série 

convergente snivant les puissances ascendantes de ^ » lors 

même que le maximum de ce rapport peut attendre l'u^ 
QÎté, ce qu'il fallait établir. Si donc on connaît le^év^lop* 
de V, il .suffira dé le différjentier pour avoir celui 



de -r-' 
4a , 

Pour I4 portion du sphéroïde estjérîwe à la «ptère de 
rajon a, ^ sera w moins égal à Tunifé, et Ton poûM èé^ 

velopper r~* en série ççnvergeo.iç oi^dpnnée suivaiH le« 
poissance» ascendantes d« -7» et Ton aura ' 



V 

9 



a' 



gnant pjir liy ^ le coefficient de a* daos le développement 



Yy représentant la môme fonction que ci-dessus. Dési- 
gnant pJir liy 

de V, on aura 



.Uy^ étant t|ne fonction a|ihértque d*indiGe v. On s^aisnrera 

(le la même manière que tout à l'heure que la série qui 
représente V est toujours couyergeote, ainsi que sa 4éf ivée 
pai* rapport à a. ' 

S'il ^'agit d'un point intérieur à une couche maténeliey 
les formnte {4)- s*appliqu9rpnt k la. portion di9 cette couche 
«sténenro à la sphère de rayon et |es ibrmules (6) à 
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l'autre portion de la masse. La réunion des deux valeurs 
de \ donnera Texpression totale du potentiel pour la masse 
entière. 

Les corps célestes afifeclant des formes peu différentes de - 
celle de la sphère, nous sommes conduit à ehercber ce qae 
deviennent, dans ce csas, les formules précédènles. 

74. Attraction d^uHe couche homogène infiniment 
mince ^ terminée par deux surfaces sensiblement sphé- 
rîques sur un point de la surf ope extérieure. — On peut 
considérer Faction d'une pareille couche comme \xà\fSé^ 
rence des couches qui seraient limitées intérieurement par 
la sphère inscrite à la surface, et extérieurement, Tune par 
la surface extériraredela couche proposée, l'autre par sa 
surface intérieure. 

Supposons, par exemple, que la fi^, ^ représente la se- 
conde de ces deux couciies lictives^ et soient O le centre 
de la sphère \ a son rayon ; m le point attiré supposé très- 
voisin de la surface extérieure de oeCte couche*, n, nf les 
points où le rayon Om rencontre la surface* extérieure et 
relie de la sphère ; e Tépaisseur très-petite nn' de la couche 
en n''^ ma^ mn^ les tangentes menées du point m à la sec- 
tion déterminée par le plan de la figure, dans la surface 
extérieure, a, ai étant les points de contact; m^, mb^y les 
tangentes analogues menées an cerclé intérieur, renocm- 
trant la courbe précédente en «, h et çL%y les ^ints de 
contact étant en a* et a^ \ à Fangle formé àvec Om par un 
rayon quelconque mq^ compris dans le plan de la figure: 
ce rayon rencontre les surfaces extérieure et intérieure en 
py q et p'.qf. ■ 

D'après ce que nous avons vu (67), lé segment 
(5afn, ^lOim), et à plus forte raison une fraction de ce seg- 
ment, n'exerce sur' m, suivant mOf aucune attraction. 
La composante de Fattractîon, parallèle à la même direc- 
tion, du segment a'aa^âi sur m peut être considérée comme 
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la (lifîcrence de celles que produiraient les segmeniâ à md^ , 
amui, et l'on a, d'après le numéro précité, pour cette com- 
posante, 

Considérons maimcnant le seguieuL dbù^a\^ el appe- 
lé^ ti' la longuëtU* ç<f^ et d(ù Télément sphériqne mesa- 
mtè^Pd^rtnre du cdne élémentaire issu de m et cor res- 
^Middiiet'à mç^ la composflnte suSyah't inO dé Fatti'àétiàn 

de ce s^iii^sera /» j judfùcwây et en dési§^aQl par 

la disl^nce Om, on a pour la composante de l'attraction 



On reconnaît laciltjrnent <pie le poteniiul t^st du second 
ordre on négligeable pour le segment accia, , et que pear 
l'antre scient a'bb^a\ il a pour valeur 

en négligeant le carré de et on peot prendre, en conti* 
nnant la même approximation. 



On a donc 



et enfin 



.r dV . 

Ponr la couche formée par la apbère et la surface exté- 

rieure de la couche proposée, on aura une équation pa- 
reille, et, en la retrancbant de la précédente, on retombera 
sur une relation de la même forme. Donc l'équation (7) 
s'applique à une couche homogène infinintent mince quel«> 
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co0^, poumi i|U*ell« toit peu 'diffifirçnte d« la ûntmt 
spiiifrique, if repréïieiitant son épaisseur suivant le rajon 

mené au point attiré. 

75. La même formule s'applique également à la différence 
des attrac lions d'un sphéroïde peu différent d'une aplière et 
de cette sphère^ en considérant l'épaiaaeur e comme posi* 
. tive ou n4%aUve, s^n qu'elle correspond a un, point- de la 
surface, extérieur ou întérieur à la apfaère. Pour «*en con<- 
vaincre, il suffit d<j roLraiichcr, vu négligeant 1rs in aies du 
second ordre, les résultats de l'applicàtîon de l'équation (7) 
à deux 4K>uches inilnit^eot minces Umitéeat i une par la 
surface du sphéroïde et sa sphère inscrite, et Tautre par 
cette sphère et celle qui déternline Texcès sphéroXdal pro- 
posé. Si Ton fait passer la sphère j^ar le point attiré, on a 
e =s o et 

V -h a* -7- =a Ov. 
aa 

• * * ' 

et Gommç, pour la sphère entière de rayon a, on a 

4 /I. 9\ 4 , -' 



la formule 

da 3 

est applicable à toute la masse dû sphéroïde. 



• 76. Attraction d*une couche homogène très-^mince, 
peu différente de la forme sphérique sur un point de sa 

surface intérieure. — Eji né^liiieant les termes du second 
ordre^ la valeur de V est la même {^g' 5) pour le point 

que pour le point m ; l^expression ^® ~~ relatÎTe au 

{MNJI& 4ises|. égale k la même expression correspoudaart at^ 
point JB «njgmeafée à^Jimpe .(67). .11 suffit donc, pour 
aToiff la relatkHi dkefchéO) de remplacer dans Téqua- 
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da da 



uon (7) — par — --p 4^p^9 ce qui donoe 



(8) • ^ . V-1-2A — = 4;c|>eA, • 

' 77. Déy.eloppement en série de l'ailractton d^un sphé- 
roïde homogène peu différent d'une sphère sur un point 
extérieur, — ' Le tout se réliiit à calculer la valeur de V 
TelaÛYe & T^xcès du sphéroïde sur la sphère de rayon à. 

Si le poi|it est trèe-YÔisin du sphéroïde, il pourra se 
faire qu'une portion de cet excès soit extérieure à îa sphère 
de rayon a, portioa à laquelle on devra appliquer les for- 
mules tandis que pour le refite de la masse, ou devra 
employer les formules (4)* 

Soient, a' es a(i --h z') le rayon de la surface du sphé- 
roïde correspondant aux angles 0' et far'; a(i + 2) le rayon 
délerrainé parr la direction de «, c'est-à-dire celni pour 
lequel on a = ô, = u. Nous supposerons que z' et ses 
dérivées sont des quantités asse^ petites pour que Ton 
poiase en négliger les puissances , supérieures à la première 
et les produits entte elles. Nous pourrons ainsi remplacer 
dans les premières formules (4) et (6) les pnissaneead^tf' 
par les mêmes, puissances de ^, oe qui donne 

Si Ton ajoute ces deux expressions^ l'intégration, par rap- 
port è a', du second memhre de l'équation obtenue devant 
s*étendre & l'ensonble des deux portions de Texcès sphé- 

roidai, ou à sou épaisseur totale kz' ^ il vient 

(9) ^•^"'"• -''V. j_ _ î'»'''f'v 
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Or, secondes formulés (4) et (6) on tire respective- 
ment 

o 

- Si le point attiré est situé à la surface du sphéroïde,' ou 
si a s=ï a(h- z), la première de ces expressions est égale 

à — 4^/5^** {74), et la seconde est nulle (75). On a donc, 
en retranchant la seconde de la première et supposant 
a=iA dans le résultat^ ^ * ' 

00 

mais la fonction 

satisfait comme cliacun de ses termes à l'équation aux 
différentielles partielles (5); d'où U suit que z et en gé- 
néral une fonction quelconque de fi et de cr, pour toutes les 

valeurs rie ces variables comprises respectivement entre — i 
et \ et o et 27r, pourvu rouelle reste Jinie,€sl développahle 
en une série limitée ou non de Jonctions sphériques : z peut 
en effet être considéré comme une fonction quelconque 
de et or, qui reste finie entre les limites ci-dessus, mul- 
tipliée par un facteur constant aussi petit que Ton voudra. 
Si Ton pose z^f\jj.y cy), on aura, d'après les équations 

(9) et (c), 
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ce qui donneri le mojeo de développer la foiictiony(ftyi7) 
S0U8 la forme ci-desins (^). 

On a, pour tout Texccs sphëroidal, relativement au 
point considéré de la surface, 

o 

mais si Ton suppose z développé en fonctions sphérîques 
dont nous désignerons par Zy celle d'indice ou si Ton pose 

O 

on déduira de la comparaison de cette formule a?ec Téqua* 
don (c), eu égard à la relation (9], 

Ces formules sont également applicdiles au cas où le point 
attiré étant extérieur^ est entendant assez voisin de laaur* 
face du sphéroïde pour que Texcès sphéroïdal soit coupé par 

la sphère de rayon a \ car pour la valeur U^'^ de V rela- 
tive à la partie extérieure de cette sphère, on peut toujours, 
en n^ligeant les termes du se<^nd ordre, supposer a = a, 
comme pour la partie inlérieure, et l'on retombe sur les 
formules (9) et (dl) d'où résuiteuL les relations (ii)* 

(*) M. Lejeniw-IMrichlet {Journal de Crelle, t. XVII) et M. O. Bonnal 

ont donné chacun successivement une tltimonslration directe et syDlhéliquc 
de ce théorème dû à Laplacc, à l'abri de toute ubjeciioji. Mais il est regret- 
table qu6ce mode de démonstration m; conserve aucune trace de la marche 
qui a conduit à celte découverte l'illustre auteur de la Mécanique céleste. 
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Remarque. — Si a, |3y y sont les tffO».< 
cipaux d W ellipsoïde, et r son rayoft vecteur, oa a poiir 
l'éqnitiOB polsire de ss.snrfrce 



I. 



Si cet ellipsoïde diffère très-peu d'une sphère d'un rayon 
égal à À, on trouve facilement, ea négligeant le carré de la 
difSérence, que 

« sin'ô cos'o -H £ sio'ô sin^o H- •"cos'O, 

S, e', f'^ étant des constantes de l'ordre 2^— ^» 2—1; 

A A A 

cta TOÎt «însi que — r — ou z se rédait à la fonction Zj. 

Si Ton a • = i^, Fellipsoïde est de révolution autour de 
raze et il vient 

78. Propriété remarquable des fanctions sphériques» 

-— Avant d'aller plus loin, nous allons démontrer une pro- 
priété importante des fonctions telles que U», qui nous 
sera fort ulile dans la suite et qui consiste «n ce que 



/•ait 

f dm j Uy Yfyfdp. =r O4 



Uy, \V / élaixt deux fonctions sphériques d'indices diffé- 
rents V, y'. En effet, en multipliant Féquation (f>) par 
Y^.j/dzsdn^ et intégrant par rapport aux variables ^ et xs, 
vient 
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et Toii a de même 

Or, on a 

= (.-p.)^W^— -0,— j. 
expression qui s'annule entre les limites -4- 1 et — r de ci 

qui s^annule également entre les limites o et 27r de o*, car . 
d'après la forme entière et rationnelle des fonctions Uy> Wy/» 
par rapport à cos itf , cesibncdons et leurs dérivées par rap- 
port k ET prennent les mêmes Valeurs pour ces deux limite»» 

d'où résulte le théorème énoiitij. Si v = v' le coefficioi*^ 

'1 

de liniégrale du premier membre de r<jqualioa (f) est iivi» , 
et on ne peut pas conclure de la démonstration précédente 
que dettejntégrale est nulle. Elle a en eiTei une valeur des- 
tenninée dont nous reebèrclieroiis rexpreaaton à la 
ce chapitre. 
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On tire de U cette conséquence 

rfa J tJv</fi = o 

lorsque y est différent de zéro, paisque Tunité .satisfait a 
l'équation ( 5 ) et n^est autre chose que 

79. On voit aussi| en remplaçant dans 1a seconde equ^<- 



00 



tion (il), V par son développement = ^21^$ Zy étant 



o 



ce que devient Zy lorsqu'on j change fA en fA^et 0 en o', que 
{i3) Z,=:^^^ j^'^dfs' j'^'t^X^d^'i 

car Y» étant symétrique par rapport à fi et ft', «reta', est 
une fonction sphërique de Tordre v en jut' et tir'. 

80. Pour un point attiré extérieur au sphéroïde^ on em- 
ploiera la formule 



00 

V 



o 



dans laquelle, d'après la formule (9), le théorème (78) et 

l'équaliou [là) y Uj, a pour valeur 

On a donc enfin, pour Texcès sphéroïdal, 

04) v = 4.p*»i^.^, 

O 

et pour le sphéroïde entier, 

(,5) v = |.,£+4.f.'i;;^-^. 
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81; Propriété des Jonctions X». Si l'on suppose 

6' = o, OU ar~* = a~* 1/ i — r> et nous dûsi- 

V « « . 

^nerons par X», le coctiicienl de ^^^^ développe- 

ment de ce radical ; cette fonction de B n*est évidemment 

autre chose que ce que devient Y„ en y supprimant tous les 
termes en crr — rr^, et en y faisant ^=0. La ionctiou X^ 
satisfait donc à l'équation dilléreutielle 



— 4-v(v-|-i)X,= o, 



'4 ■ 
f 

déduite de Féquation (5) où Ton supposerait Y» indépen- 
dant tlt^ CI. 

Si Tv/ est une autre fonction semblable à Xy d'indice dif- 
férent de V, on a 

XvTy' =r G. 



r 



Cette propriété résulte de Téquation (/), en y supprimant 
Tintégration et les dérivées relatives à et :en y rempla- 
çant ensuite TJy» Wy par Xi et T*^. 

8âc Simplificatiorts 4fue Von peut faire subir au déve^ 
loppemem en série del'aitraciiond^un sphéroïde komo' 
. gène peu différent d'une sphère sur un point extérieur, — 

Supposons que Ton pi cnue pour origine des coordonnées 
}e centi-e de gravité O du sphéroïde, et pour la sphère celle 
qui lui est équivalente en masse ou en volume. Le volume 
du spbâroïde sera, eu égard à Véquation (la), 

d*où Z\ == d'après Thypothèse admise. 
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La fonction 27, est, comme la ibiiction we' fonction 

liuéaire de sinô'coscy', sin^sînV, C08 6^,o«estdelafonne 
2', = a sin e' cos a' f sin O'sincj' 4- 7 cos Ô' 

a, j3, 7 étant des constantes, y?, Ç le» coordonnées rectan- 
gulaires de l'élément de masse dm de Texcès sphéroïdal, 
correspondant aux angles 6' et cr'. 

Pour que le point O soit le centre de gravité du sphé- 
roïde, il suffit <{u*il soit celui de Tcxcès sphéroSdal, ou que 
Ton ait 

Jldm^o^ J'jjrfwi = o,, Jtidm:=zo. 

Il vient donc, eu multipliant 1 équation ci-dessus pai? 

ftm =rp A*s' dts* rff*', 

et intégrant, 

LMntég^al^ du premier membre se réduisant à (78) 

dont tous les éléments sont essentieUemcnc positifs, il 6i|it» 
pour quVlYe s6it nulle, que Z^, «s o pour toutes les taleaf» 

de b' (il u\ ou que a = o, |3 = o, 7 = 0, quels que soient 
d'ailleurs ô et nr ou la position du point attiré par rapport à 
celle du sphéroïde. 

Ainsi la double hypothèse que nous avons faite permet 
de supprimer les deux prenûers termes de la série qui re- 
présente 2. 

83. uittraclion d'un sphéroïde très-peu différent d 'une 
sphère sur un point de son intérieur. — Il suffit, pour dé- 
terminer cette attraction, déoalcoLsr c«Uie de rezcé4ant du 
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spkëfOSiB suc la sphère* En «dmettuil que le point attiré 
soit compris dans l^eiccès sph^ïdal, on emploiera respec- 
tivement les deux formules (lo) pour les portions intë- 
rieure extérieure à ia sphère de rayon a. Or le second 
xnenibredè la première est nul (74), celui delà seconde 
^t ^al à 4^à}M, Si doine on j suppose « s l, que Fen re- 
UPaselie la seconde de la première^' on mombe sur les for* 
mules (t )y ( d] et (i i) établies pins haut, et IW trouve, au 
lieu de la formule (i 4)» . 



• Il ■ 



Pdnr avoir la valeur complète de Y relativè an spkérolde 
entier, il fituAra tenir compte de Taction de la sphère de 
rayon et de celle de la conche sphëriqne d'épaisseur 

▲ — a, ce qui donne la somme | vpa* -h^itfi (à* — a*), et 

Ton a par .suite 



(.6) 



av -h I 



84. jiWraction des sphéroïdes composés de couches 
homogènes peu différentes de la forme sphériçtte, — 
Soient i(t -h xjf le rftyon d'une couche d*^ale densité dn 
sphkMé, p cette densité qui est uniquement fonction 

de Ai ^ est une iunctiun de la forme ^ Zy, Zy pouvant 

o 

dépendre de a. L'attraction sur un point extérieur exercée 
par ta couçhe de rvyon dlà.(i 4* a'phliendra en diffé* 
renttant par rapport è a la formule (i5], en considérant p 
comme 'constant, ce qui donne 

^:rp^' t^^Py 



4 
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il YÎeat {lar suite, pont le sphéroïde entier, ki tétant la ya- 
lenr de A A la «nrface) 

o 

Pour avoir La valenr d^ V relative à un point intérieur, 

on dcierminera d'abord la partie de cette fonction corres- 
poadaut à toutes les couches auxquelles le point est extë» 
rieur, et qui sera donnée par T équation précédente, en y 
remplaçant la limite à, des intégrales par la valeur à rela* 
tive à la couche sur laquelle ce point est situé. On obtien- 
dra la seconde partie de V en différentiant Téquation (i6) 
par rapport à a, p étant considéré Qomme constant; puis 
on intégrera entre les limites a, A = Ai, et on. aura en 
définitive, pour Tattraction totale du sphéroïde, 

'-rai '"'*'+4-25^i '(SîTiT' 



(170 ' 



-h 



00 

) . 



formule dans laquelle, les diiféientîations et int^rations 
étant citcctuées, on rcfnplacera a par a(iH-z), ou du 
moins dans le premier et le troisième terme, et tout sim-* 
plement par a dans les deux autrés, puisque Ton néglige le 
carré de z, 

85. uracthn d*une couche homogène d *une épaisseur 
quelconque, limitée par deux surfaces sensiblement sphé^ 

OD 

riques sur un point intérieur. — Soient a H- a \^ Z.,, 

o' 

a' -H a' 2 ^j» rayons des surfaces extérieure et inié- 
rieure de la coache^ comme nous pouvons supposer que 
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les constantes Zo, Z', sont comprises dans a, a', il est luu- 
lile de les écrire. 

£n plaçant Torigine au centre de gravité du sphéroïde 
limité par la surface extérieure, nous aurons 

Les valeurs de V relatives aux sphéroïdes limités respec- 
tivement par la surface extérieure et la surface intérieure 
de la couche considérée sont (83) 

p| aiTA* — %«*H-4«*' y\ — ™ — J» 



d*oik) pour la différence» 



V = 2 îrp ( a' — a") H- 4irp 



Pour quuu point quelconque placé daus rintérieur de 
la couche soit également attiré de toute part, îl faut que Y 
soit indépendant de a, n, 6, ou que 

Si la surface extérieure est elli j)ii(|ue, z se réduit à Zj (77), 
et par suite à la fonction Z', donnée par la formule 

Z, 



Les rayons À(i + Zt)9 é!(i'^2i^) étant daus un rapport 
constant, les deux surfaces sont semblables, eç qui -est 
conforme au résultat obtenu au n*' 67. 

86. Détermination de la forme généraie des fonts- 
lions Y«. *r Dans tout ce qui précède, nous nous sommes 
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lervi àm fonciidai Mm noiu piiiéocci}pier<W lenr déler- 
mination. Nous allons maintenaiit cherchor è arriver k la 

forme ôous laquelle elles bn présentent, eu iimplpyaat la 
méthode de Jâcobi (*), qui est la plus siuiple et la pli^s 
élég^t^àa cellfiis qui oui été propofiéQs jusqu 4 ce jour. 
Sfottt pnendrotts pour pmat à» 4^fiar( Tifieiilité 



I représentant ^ — i, et A, B, C des quantités indépen- 
dantes de la variable a. Nous rappellerons de plus que Y» 

est le coai&çieiit de i^'' dans le développement de 

00 

(a) ' ' - -=^- ^ y y.*». 

V I — 2A[cosôcosô'-H sinesinô'cos(o — o')J-f-X- ^ 

« 

Si l'on pose 

B = sinO' coso'^ — sînO coser, 

C =: sifi sîa«r' --^ A su|Ô ùno, 

les deux expressions (çt) et (^) sont Mioniique;» et ion a 
par suite 

vya^^-l r'"_ i^, 

^ ^^J^ «oi0'Hr*siPÔ'coa(Br' — g)^Al<CQ^$-^im9ci»[9--a)] 

o " 

Développant le second membre de cette égalité suivant les 
puissances ascendantes de et lden|ifiant les termes sem- 
blables, on trouve * 



Y /*'*'^[co«fi-f-/sin«fos{v — a 



(*) ioumml de Ualhèmati^ues /mres tri ap/zli^uées, t. X, ië49< 
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[cos9 -h /9m9cos(« — a)]' 

. ^ = Xj,4- 2/Xl cos(o — a) aXy co8a(a — 
(7) ( 

= P^-f- cob(CT' — a) — 2.V'^ cos2(cï' — a.). . . 

les dévt lopperneiits suivaiii les cosinus des inultipie* de 
17 — a, n — a des deux fadeurs qui se trouveni sous le 

signe J^; il ▼ient, m effectiiani l'intégra tion, 

) Y, =^ P,,X„ — a P; X; co»(o — o') -h aP; X^cosatcf --i/). . . 

Les fonctions Py "\ X^!"^ de B' et d sont identiques, k un 
facteur namérique près ; car diaprés la forme du radical (j3), 
$ et doivent entrer symétriquement dans lei coeffiicie»U 

des puissances de cos {rs — t?') , ou, ce qui revient au même, 

dans ceux des cosinus des arcs multiples de cj — zs'» 

Pour ^=0, on a, en ayant égard au premier des déve- 
loppements 



I 

y,» = — / [cos6H-^»ti0m(« — at)]'<fa = Xy; 

Xy est ainsi le coefficient de A" dans le développement de 

(i — a/rcosô-f-fc")"». 

En supposant 6 = 0, on uouve du mèuic Py = Yy, 
et Py est le coeHicient de dans le développement de 

(t — 7tk cos^ -h h*) % d'où il suit que F» et Xy sont deux 

fonctions coiupiélciuent idenli<|ues, l'une en 6', cl 1 aulre 
en 0. 
Posons 

cofO = ffc,^ isinOtf'"s=a; 

on a 

as(cos9 H- /sinOcosa) =s (f* + s)' — if 



la. 
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d'où, d'après la première équation (/), eu j cliangeaut 
fS OL en 9 

t X, 4- / X V « ~ / X%' ' « . . . -h < Xl ' « - * x: t ' « - . . • ) 

' Les fonctions Xy"^ ne renferment que et le coefEcieut 
de z^"^' est 



— — — — A-v — ",. II. Aj» « 



Or, d'après la formule de Taylor appliquée à [(^-i--z)* — 
ce coeflicienl a aussi pour valeur 

Il Vient donc 

m 

2" • i.a.3. .(v-t-wj^/fA"-^' 

par suite, 

2^.1.2.3.. V»dft^ 

et 

m 

.(m) I . 2 . 3 . . V 7 Xy 



I .a.3 . . . (y + xn) ^ ~' rf^* 

Il ne nous reste plus maintenant qu'à déterminer la forme 
det fonclioDs Pi"'^ Si V on pose 

il vient» en vertu de la seconde formule (y) , 

[(fi'+«7— i]-(>'+') = (2»')~('-^'/(cosô'-|-fsmô'co8«)-(>'-»-') 
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coeilicienl de du développemeul est 



(0 * -ITT^^P. 



Maïs sî nue fonction de; (2'+ /y/) est développable cn «ërie 
ordonnée suivant les puissances entières, positives et néga- 
tives de z', «^(v+i) éunl le coefiicient de celui de 
^'-Cv+i)+-t est (♦) 

^ 1 .2.3. . . (y — gi) v-n) \ 

Or le coefficient t!e ^'-f'^'» est a-t>+*^Pvi par suite, celui 
de a pour valeur 



ei en l'égalant à celle (e) que nous avons trouvée plus 



(*) En effet, soit 

= -4- «•»«' -f- «,«'*.-+-... -h -*-... 

r 

Différentiant par rapport a /x , puis par rapport à et idontifiant les réiallato, 
on trouve 

de nèney , 



et ainsi de buite. 
On dédait de là 



ii_>=(>iri>(i>H-»)...(v-nii-i) j"^^;^"'^ 

""^ ^ 1 9.3... V d/» 

En changeant dan» cette fonnale v en «» 4- 1 — w, on retombe sur le résulta 
indiqué dM» le te&te. 
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haut, on obli^ut 



m 



et comme Xy et Py «ont deux iouctions identiques, l'une en jif 
Tautre en f/, on n 

Il vient donc, eu se reporlant à la formule (o), pour l'ex- 
pression de Yyy 



m — V 



I .2,3. . . (v 

JK m 

X (. - (' - i^"r ^ - 

87. Foime géncmlc des foncfioris splieriqiics. — La 
forme générale de Uy s'obtiendra en multipliant Yy par une 
fonction arbitraire de o', puis intégrant par rapport à 
ces denx* variables de — i à + 1 pour la première, et de o à 
aTT pour la seconde. On arrive ainsi à une expression de la 
forme 

U, = At"^Xy-i- y (i— fi'f (Ai'"^cos««4-B5;"Wjn«r), 

f* 

m = I 

les quantités Ay"'^ et By"^ étant des constantes .arbitraires. 

88. Détermination de V intégrale 

dm I UyWyC/ff, 

Uy, Wy étant deux fonctions sphériçues de même ordic. — 
Soit 



m' = V 



m 



»'s I 

X i cosw o - H sm/n i!t;j 



Digitized by Google 



DE MJ^CÂHI^UB cèLiLâTË. l83 



on a 

Jo 

lorsque m est difierenl de m\ et, dans tous les cas. 



an' 



Xnir /«air 
jJo 



Soit Uy ce que devient U» quand on y ékAfkgê fi€itf4itt 
fif c/ç en a fie hi même manièref è» ayant ëgard k I»¥a- 

lénr ci-dessus de (80), et reniari^uaul (^uti Xy devient 
par io (jban^emen lûe (x cn 



^ff**^ 1.2.3 .(v-f /w) 



X (a»."' cosmcr -h Bi"' sinmo} 



or, d'après la formule (i3) du 79, en y changeant 

en U,, celte intégrale est ^ale à î ** ^ on pose cette 
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égaillé et que l'on ideiuifie les coefficicnls de 

« « - 

on trouve 

i.a.3 ..(*+<r) 4 /••<-•, A''"XA' 

puisque P, se change en X» en y remplaçant jj! pai ^. Ji 
vient donc en définitive 



telle est r intégrale cherchée» 

89. Relation entre les moments dUnertie principaux 
relatifs au centre de grauiié d*un sphéroïde peu différent 
d^une sphère. Nous supposerons que le sphéroïde est 
composé de couclies homogènes peu diflférentes de la sphère, 
mais dont la densité peut varier de Tune à l'autre^ soit 
a = ▲ (i 'B) le rayon vecteur de Tune de ces couches cor^ 
respondaot aux angle» Belu^ â. étant le rayon de la sphère 
dont elle diffère peu et p sa densité qui ne dépend que de â« 
Désignons par A, B, C les moments d^tnertîe du sphé- 
roïde, par rappuj L aux axes pria* ipaux Ox, O^, Oz pas- 
sant par son centre de gravité O ; leur somme étant égale à 
celle des masses des éléments matériels des corps multipliés 
respectivement par les carrés de leurs distances à l'origine, 
oqi a, en supprimant lea accents de a, fi et <7, 



A-h 
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OU) en remplaçant a par sa valeur il (i -f- ^) et n^ligeant 
les puissances de z supérieures à la première, 

On trouve de même 

-^jj ^p[i-\^')d^dt,d[K^z), 

d'où 
Soit 

z — Zt^hZ»-+- % • • • • 

le développemeut de z eo fonctions sphériques^ Zi étant 

nul, d'après Je n" 82 j si Tou remarque (|uc ^* — ~ est un 

cas particulier de la fonction Zi, Féquation (a), d'après le 
tbéorème (78), se réduit à 

Or, on a, d'après les n^' 8G et 87, en supprimant, pour 
simplifier, les indices inférieurs des coefficients, 

+ A('}(i — fft>)9ioaiv + BO) (i — fi*)cosao» 

les coefficients A^'^ A(*^ W\ A('>, B<'> pouvant renfer- 
mer A. 

Appelant, comme au n^ 82, £f les coordonnées d*un 
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éiéœeiil du corp», oy a 

■ r 

et pour exprimer que les axes coordonnés sont des axes 
principauXf 

on, en remplaçant les coordbnniées par leurs valeurs et a 

parA(H-5f), 

S f f ^ ^* 

Sî maintriiant nous ne conservons que la première ptrîs- 
çance delà tonciion ^ de ^ et de cr, à laquelle nous substi- 
tuerons SOU développement en fonctions spLérnpiPs, et 

fi nous remarquons que /x^i — fii*cosa, ft^i ^|ui*sîni7, 
(i — fz*)sin 2cr sont des cas particuliers de la fonction Z«, 

les conditions précédentes se réduisent à (78) 
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et en y substituant la valeur d-dessus de Zt, on trouve que 
A'*) =s Oj B^^' = o, A(*> = o, ou que celte fonction se ré- 
duit à 

Z«= A* ^p*— -h B('>(i f»>)cosaa. 

Porunt cette valeur dans Féquation (p) et intégrant par 
rapport à fc entre + 1 et — i , et par rapport à tv de o à ir, 
on trouve 

En divisant par a C et oontînuani rapproximation adop- 
tée, ce qui revient à réduire C a U prenuère dea inl^rdes 
qui entrent dans son expression , il vient 

- î^C-(A-hB) /p(//a»A^) 

Telle est la relation cherchée, qui nous sera utile plus tard 
dans les questions relatives au mouvement des corps cé- . 
lestes autour de leurs centres de gravité. 



i88 



CHAPITRE IV. 

m LA FIGURE P£S C0K1»S CËL£âï£S. 



90. Comme nous l'avons déjà fait observer, loui nous 
perle à admettre que, dès l'origine, les corps célestes, se 
sont trouvés complètement à l'état liquide. 

£n faisant abstraction des atlractions exercées par les 
corps célestes sorl*nn dVntre eux que nous coosidéFerons 
en particulier, ses diiréreiues particules, soumises unique- 
ment à leurs actions mutuelles, ont dû prendre, les unes 
par rapport aux autres, des mouvements très-variés q[ue les 
frottements, les chocs et la cohésion ont successivement 
modi6és. Pendanirces diverses phases, la droite qui repré- 
sente le moment total des quantités de mouvement du sys- 
tème par rapport à sou centre de gravité a conservé une 
grandeur constante, et une direction fixe dans Tespace, per* 
pendicuiatre au plan du maximum des aires* Avec le temps, 
et en vertn des résistances précitées, les oscillations des 
particules liquides ont fini par s'anéantir, et la masse fluide 
a pris une figure d'équilibre de rotation autour de l'axe du 
moment des quantités de mouvement. 

Il résulte de là que les seules données que nous ayons sur 
les conditions primitives du mouvement d*nn astre con- 
sistent dans Tinvariabilité de sa masse, de la direction de 
son axe de rotation dans Tespace, et du moment des quan- 
tités de mouvement par rapport à cet axe; 

Si Ton désigne par yi ce moment de rotation, par n la 
vitesse angulaire de rotation correspondant à la figure 
d'équilibre, par I le moment d'inertie de la masse par rap- 
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pqrt à l'axe de routioa, on a eiUre I et n la relation 

♦ ^ 

(1) • / IjI = fA. 

Nous coûiiiU'iK r [ ons par examiner l'hypollièse la plus 
simple que l ou a été conduit à faire sur la constitution 
des corps céleste», c'esi-à-dire celle dans laquelle on sup- 
pose que la masse est liomogèDe dans toutes ses parties. 

§ I. — De l4 figuke D'ÉQtTtLraiiE d'uke masse fluide 

HOMOGÈNE AUlilÈE D UIî MOUYEMENT DE ROTATION VKl' 
FOEME. ' 

91. En appelaiiL X, Y, Z les composantes parallèles aux 
troix axes cooi donnés Oj:. Or, O z de l'accélération résul- 
tante des forces qui sollicilcnt un point matériel quelconque 
d*une masse fluide eti équilibre, on aura pour Téquation 
des couches de niveau 

Xiir-h Y<(^ -h ZUz = o; 

• mais si, cômme dans le cas que nous voulons examiner, 

X, Y, Z proviennent de la force centrifuge et des attrac- 
tions de tous les points du liquide, fonctions de leui'S 
distances mutuelles, les valeurs de ces composantes dé- 
pendent, en général, de la forme de la surface du liquide 
et de ses couches de niveau, et réciproquement cette forme 
dépend des valeurs des composantes. Lors même que le 
liquide est homogène, on n'est parvenu à résoudre complè- 
tement ce problème qu'en supposant la force centrifuge 
peu considérable, de manière que le iluide s'écarte peu de 
la forme sphérique qu'il prendrait s'il était e» repos § on 
reconnaît alors que le fluide ne peut affecter qu'une seule 
.figure d'équilibre, qtd est celle d'un ellipsoïde de révolu- 
tion autour de Taxe de rotation. Nous reporterons cette 
solution au paragraphe salvaui, cL nous nous bornerons ici 
à véritier que pour certaines valeurs de la vitesse angulaire, 
la masse fluide peut aflecter la forme d'un ellipsoïde. 
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92. De la forme ellipsoïdale que peut affecter une 
masse Jluide homogène en équilibre^ animée d'un mouve^ 
meni uniforme de rotation. 

En prenimt Os pour axe de rotation, et en nous repor- 
tant aux notations du n^ 68, nous aurons pour Téquation 
de reliipsoïde 



x»j 1 1 ==<?». 



Posons 



3 M /* ' u' du 



Q = — 



1 I' 
-+-X»tf»)'(i-HV'i4')' 



les composantes de raccéiéralion due à Tattractiou sur un^ 
point de la surface seront 

et celles de laccélératiou centrifuge 

L'équation difl^reniielle de la surface libre du liquide est 
donc 

Ra& 4* (Q { P — «') = o, 

dont l'intégrale est 

R R 

Pour .que cette équation eoKnciàe avec ceU^ de relliptoide) 
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■ ^ 

d PU, par lelijsiinaUoii de /}, . 

(1 + V) (i H- V») fQ = R (V« — ^»), 
et çn r^iuplu^ni Q, E pur leur* valeurs , 



Cette éqaatlon se décompose en deux autres : ta pretuijèi e, 
{3) X«^V»^o, 

correspondant k l'ellipsoïde de révoli^tioii aplati; la se- 
conde, mise sous la forme 



(4) I 1 



ne peut èlrc salisfaile (jue par dt s ^alt:u^s positives de X*, 
X^j car si ces deux quantités étaieut de signes contraires, 
Télément de l'intégrale resterait positif avec i — X'X^^u*; 
et si ellés étaient négatives, comme leur valeur absolue 
serait moindre que Tuiiité (68), (i — X'X^u') continue- 
rait, et par suite l'élément de rintégrale, à rester positif. 
Si donc l'ellipsoïde à trois axes inégaux est une figure 
d'équilibre^ taxe de rotation est le plus petit des axes 
principaux. 

Pour loute valeur de X'* inférieure à J'inverse de celle 
de X* choisie arbitrairement! tous les éléments de Tînté- 
grab 9Qnt positifs et finis, el Tintég^ale a^est pas nulle. 
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Donc Téipiatioii (4) me peut être satisfaite qa*«utant que 
Pune des deux quantités X*, est su^rîeure à Tunicé ou 

que Pun des rapports -9 - est supérieur à Vâ* Ainsi ^e/- 

lipsotde à trois axes inégaux doit dijjérer sensiblement 
de la sphère, et Von ne peut admettre, par suites que sa 
figure 90k celle des astres du système solaire» Néanmoins, 
cette forme n*a rien d'impossible pour certains astres, et 
l'on pourrait expliquer dé cette manière les variations 
périodiques qu'éprouve Téclat de quelques étoiles de ia 
consteilaiioti de Sirius. 

Si, X restant constant, A' augmente indéfiniment, l'inté- 
grale (4) deviendra négative, de sorte qu'à chaque valeur 
de X* répondra au moins une valeur réelle et positive de X'*, 
et pap suite une surface ellipsoïdale à trois axea inégaux. 
Nous remettrons le complément de cette discussion après 
Tétude des surfaces d'équilibre de révolution. 

Ou a, dans tous les cas, . 



De la première formule (aj on tire 

R 



Pour Peilipsoïde de révolution, on remplacera dans, cette 

équâliou R et Q par leurs valeurs ^> — — > déduites 

* • ^ * m% mx 

des équations (2) du n*' 68 dans l'hypotlièse de ^ = i , et 

rott obtiendra, eu égard à la valeur ci-deasu^ de M lort*- 
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qu'on y suppose A s= <V, -« . 



et eu vertu de l'équalion (1), . 

6 M'U^j + 5 

Revenant maintenant i rellîpsoïdeà trois axes inégaux, 
si Ton remplace, dans Ja valeur (a) de Q cl R par 
leurs valeurs et que l'on ajoute au résultat l'intégrale (4) 

multipliée par ' » il vient 



(5') 



Jl»=-^ / U y 



■r- 

et en vertu de la, formule (i) et de la valeur ci-dessus de I, 



(6') 



X ' ^ ^- — 



^ (n-x»«V(, 



équation que l'on devra joindre à la formule (4), pour 
déterminer X' et lorsque le moment de roiuiiou a .s(;ra 
donné. Réciproquement, si l'on donne à X*^ X'* des valeurs 
positives satisfaisant àTéquatidn (4)y Téquation (6') four-, 
nira toujours pour fi uqe valeur réelle« 

Hemarque, — Les composantes — Rz, — (Q — '»*)j'> 
— ( P — n*)x étant proportionnelles aux dérivées partielles 
du premier membre de l équalion de 1 ellipsoïd»', par rap- 
port à x^jy Zy leur rcsuitaute ou la pesanteur à la surjacc 
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est proportionnelle à la racine carrée de la somme des 
carrés de ces déri\fées, par suite à V inverse de la perpen- 
diculaire abaissée du centre de VelUpscSde surlepfan tan- 
gent au point considéré, théorème dû à M. LiouYilIe. . 

Examen des conditions gW exige T ellipsoïde, de révolw- 
tion comme figure déquiUbre* 

9^. Pour établir cette discussion^ admettons en premier 

lieu que l'on se donne la vitesse angulaire n et non le mo- 
mèiit de rotation p., Ën posant 



l'équation (5) donne 



I 



■ 

OU 

Les valeurs (le X tirées de cette équation sont égales deux 
a deux et de signes contraires; nous n'avons donc .quà 
chercber le nombre et la valeur des racines réelles et po- 
sitives de la même équation. A cet effet, considérons 

(^) jr=-— -arctaogX, 

comme l'ordonnée d'une courbe dont X serait Tabscisse, 
On a 

' dy _ oX^\0Y ^ 2(5t^ — i))^' + 9«'] 

Cette expression est nulle pour X = o, et positive pour de 
très-petites valeurs de cette variable ; la courbe est par suite 
tangente, à Vorigine, à l^aze des abscisses, et commence » 
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$'deyer au-dessus de çet «se, du c6té des abscisses posiiim. 
Pour queFéquadon (a) ait ses racines réelles, il faut que 

la courbe» après s'être élevée jusqu'à un certain point, 
s abaisse ensuite vers l'axe des abscisses, puis tju elle le 
rencontre; en d'autres termes, il faut qu'elle ait un point 
maximum ou que-réquation eu V, 

ait ses racines réelles et positives, cè qui exige que 

Sp — i<o ou V<;^; 

maïs cela ne suffit pas, il faut encore que la courbe ait un 
point minimum au-dessous de Taxe des abscisses, on que la 
plus grande racine positive de l'équation (d) en A rende^- 
négattf ; car alors la courbe coupera d'abord cet axe avant 
d'arriver au point minimum et le recoupera une fois au 
delà, puisque l'ordonnée finit par devenir positive et indé- 
finiment croissante. L^éliminalion de «centre l'équatiou (d) 
et Pinégalitéy <^ o, qui correspond à la plus grande racine, 
de cette équation, conduit à 

Le premier membre do celte inégalité cîsa dérivée sont 
nuls pour X=o; la dérivée devient ensuite négative quand 
X croit, redevient nulle pojir la valeur X =5 ^ à partir de 
laquelle elle reste constamment positive; ce premier mem- 
bre commence donc par être négatif, devient nul pour une 
valeur de X supérieure à ^3» puis reste constamment posU 
tîf. On voit ainsi que l*on satisfera k Tinégali té précédente 
pour toute valeur li de X plus grande que la racine positive 
de l'équation 



( - r- -f- o) > 
arctangW ^^;^^^^^,^^^ =o. 



i3. 



Digitized by Google 



tgS * TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

On trouve facilement pour valeur approchée de cette racine 

> = 2 ,5293 

b •11) 

et pour la valeur correspondante de déduite de 1 équa- 
tion ( J), 

c= 7 — =Ojiia«>. ' . 

Sî donc Téquation (d) aune racine plus grande que 2,5293, 
l'équation (a), fournira pour X deux racines positives, Tune 
inférieure etFautre supérieure à cette valeur pour laquelle 
ces deux racines sont égales; d'où il suit que le problème 
aura deux solutions lorsque 

]ii>>2952939 ^•<o,iia3 

et une seule pour 

Xt^2, 1^293, 0=0,1123. 

Si Xi croit ind^niment, la formule (d) montre que y tend 

vers zéro, et la relation 

donne la plus grande vitesse angulaire conipalible avec la 
figure de Tellipsoïde de révolution. En faisant décroître n 
depuis celte limite jusqu'à zéro, lune des valeurs de X aug- 
mente indéfiniment et Tautre tend vers zéro 5 l'un des el- 
lipsoïdes s'aplatît dcmc de plus en plus et indéfiniment, 
tandis que fauiie (onvcrge vers lasplière qu'il atteint lors- 
que n = o. A celte limite, il ny a plus en réalrté que la 
sphère qui soit une forme d'équilibre.. 

9i. Cas d'un mouvement de rotation trèS'lent,-^ Si la 
quantité p est très-petite, l'une des racines de l'équation (a) 
•est aussi très-petitC) et ^n prenant 

arc tangX = a — j . . . > 
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la même équation donne, en suppriniani le latleui" coin- 
muu A, et négligeani ensaite les puissances de A supérieures 
â la secondé, 

L^apIatîssemenC sera à peu près ~9 puisque les deux demi- 

axes sont c el.c 4* X* s c (i + — j • On pourra prendre 

w*c pour raccëlératîon centrifuge à l^équateur et ^ircp 

pour celle de Tatiraction à la surface, ce qui serait des va- 
leurs exactes, si, la Terre était exactement spfaérique* Le 
rapport entre ces deux accélérations ou les forces corres- 
pondantes étant 3^, il s'ensuit que lorsqi^ un fluide homo- 
gène tourne autour d'un fixe fixe, et écarte peu de la 
forme sphêrique, son aplatissement est égal aux cinq 
quarts du rapport de la fotxe centrifuge^ mesurée à L 'équa- 
teur^ à rattraction à la surface. 

L'autre racine de réquaiioii (a), irès^grande dans i*hy- 
pothèse actuelle, peut se développer en série convergente 
orduiinée suivajil Jus piiissaiiceb ascendaulcb iJe 11 sullil 
pour cela d observer que 

arc ungÀ == ^ ~ arc uiig i ^ - i -h ^ . ^, ~ i . i ^ 

I T ' 3 



d'où 



I I — . -f..... 



95. Si la valeur de v surpasse la limite 1 1 33 pour la- 
quelle, comme nous le verrons tout à Tlieure, Tellipsoïde 

à trois axi's inégaux ii\'sl également j)lus admissible, il ne 
faut pas en conclure que la figure pci'maneji le du liquide 
est impossible } ou que lie iluide commence n se dissiper^ 
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car il Vétï exèepie le cas on la figure est peu diA^imle 
d'une sphère, on n'a ^as encore démontré' que la figUre 

eihptique est la s uie qui convieut à réquilibi'c j on n'a 
même pas prouvé que la sphère est la seule ligure que peut 
prendre une masse fluide en repos dont les molécules s'at- 
tirent mutnellementy.quoîqu^îl soit naturel d'admettre q[u'il 
ne peut pas en être autrement. 

]Se puuii ait-il pas se faire que p^, surpassant a 1 origine 
la limite o^ii23, la iigure d'équilibre iinit par devenir 
un ellipsoïde de révolution P Kicn ne parait s'y opposeri 
car, en s'aplatissant de plus en plus, la masse prendrait une 
vitesse de rotation plus faible, et après un grand nombre 
d'oàci Hâtions successivement réduilCii par les frolLemcnis, 
les chocs, etc., on coi^prend qu'elle puisse parvenir à un. 
é;tat de mouvement satitfaisaut atix conditions précédente») 
et qu'elle prenne une figure permanente. 

96. Ûn est donc conduit à chercher pour des condh' 
tiens inU^ales données du mowement d^ la tnasse fluide j 
ou pour toute Valeur du moment de rotation , il y a tou^ 

jours une figure elliptique de rcvolutiori qui convient à 
r équilibre^ et s'il ri y en a qu'une seule, 
£n posant . • 



6 M» \3M y 



l'équation (6) donne, en y remplaçant m par ^a valeur en 
fonction de 1 déduite de la formule (a) (n" 93), 

. f3 -h A^iiiv tan^; — 3\ , 

—^^ 

Telle est l'équation que doit vérifier X, q étant une donnée 
relative au mouvement primitif de la masse. Or il est facile 
de voir que cette équation, dont les racines sont égales 

deux à ilt iix i L de sij^ries contraires, a toujours une racine 
réelle positive et qu elle n en a qu'une. En ctièt, eu déve- 



« 
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loppftnt arc tangl en aérie, on reeofinait <{iie.le aecoml 

membre est nul pour X=:o, et, comme il devient infini 
avec A, il s'ensuit qu'il y a au moins uuv, valeur pusilive de A 
qui repd le second menibxe égal au premier. Pour démontrer 
qne cette valeur est unique» il suffit de faire voir que la dé- 
rivée du second membre est positive pour toute valeur po- 
sitive de X. Si Ton pose 

/W=m5r— ««a-s^ d'où /'(^-(Tir^p+ïiy' 

la dérivé dont il s'agit est . ' . 

qui est nécessairement positive, puisque le facteur f(X) 

éunt nul pour X =: o, el sa dérivée étant loujours positive, 
il est lui-même positii pour toute valeur positive de X, Ainsi 
/ donc, pour chaque valeur de ^ ou de ftL^ il y a une figure 
' elliptique de révolution et il n'y en a qu'une seule* 

97. Expression de la pesanteur à la surface de VeU 
UpscXde, » Soit g la -pesanteur au point (a:, y, à) àt la 
•surfa<^; on a^ d'après les formules (2) dun^68, 

^ A 

* • 

Les composantes de g suivant les trois axes étant 

il vient 

ird: v^Il«S»-h (Q — n^fiy-^^) 

pu, en vertu de Téquation (a) du n^ 93, 

, t. 
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Pour exprimer celle valeur eu foJiction de la lalilude /, 
nom pouiTons supposer que Je point est compris daos le 
plan zOy ou que x = o\ Âu nbyen de» relalions 

on trouve 

— 

Si Tellipsoïde est assez aplati pour que Pou paisse n^lîger 
la quatrième puissance de \^ il vient 

et la pesanteur varie ainsi proporliouiiellenicul au caiié de 
la lalitiide. ' ' 

On peut mettre cette formule sous la forme 

' gz=z/<[l Â'cOS2/) 

kélV étant deux constantes, dont la première représente 

la valeur de la pesatilcur à Ja latitude de 4^ degrés. 

« 

. JjJiscussion relatit^e à la possibilité de P ellipsoïde à trois 
axes inégaux comme forme équilibre* 

98. Pour continuer la. discussion {*) que nous avons 
conMnencée au n^ 92, nous allons remplacer la variable u 
des formules (4)) (S') et (6^) par une autre variable déi- 
terminée par la relation 

I 



(*) M. Mayer, de Kœnigsberg {^Journal deCrelle, t. XXIV, p. 44> *84a), a 
établi le premier cette diieaMion, qui a été reprise» modifiée otconpiétée pur. 
M. LionTlIle dont nous avons empranté le méthode (/«ern^/ de Mathé^v. 
tifue$ puret et a^ll^ftérSf U p. a4i| iSSf y. 
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.et en posant 

4»p' ^ 6 M» ^3mJ ' 
ces formules deTÎennetit 

fiit 5 et f devietineiit les ineonnaes de la qi K silon. L'équa- 
tion (7) montre que l'on a nécessairement i -h ou 
*<^» ^<') ou encore c<^>, c < c est-à-dii e que le 
plus petit diamètre principal de rellipsoïde est dirigé sui- 
vant Taxe de rotation, ce que ttous savions déjÀ. 

Pour discuter Téquatîon (7), représentons par F son pre- 
mier membre;' on a 

et en posant 

on trouve que 

d¥ * ' ' ' 

ei, comme seit entrent symétriquement dans F, .on doit 
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avoir aussi 

•^ss — At — A,^^ 

or, on peut démontrer que Ao et a Aa-f-3 Ai seul nécessai- 
rement positifs -j en eûîet, en intégrant Tidentité 

£ r g* 1 _ 4;-t-i3+^-h/)^^— 2^f^'— 3jfy 

on obtient 

{ . 2) o = jT" ii^li' [4 + (3+*+/)ï- 9«p— 3«I?Hî, 

e\, en retrancliaul de la première éc[uaiion (ii) la moitié 
de cette dernière, on trouve 

Ajoutons lés deux équations (i i) et Téquàtion mul- 
tipliées respectivement par i,^f — il vient 



a • Jo 



CO yi 



et, à l'inspection des valeurs de A©, aA^-hSA^, on voit 
qu'elles sont nécessairement positives. 

Il 6uiL de là uiie les déiivées — r-) — r-j miaca boua la fuime 

— = — A, Il — ^xj — j(2Àa-f-3A,), 

sont uégaiives, et qu ainsi la fonction F est décroissante 
lorsque Ton fait croître 5 et 

Pour une valeur de t comprise entre o et i , Téqua- 
tlon ( 7 ) admet pour s au moins une racine comprise entre 

les mèmch limites, puisque les Lypotlicdcb ^^u, 5 = c 
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donnent deux résultats de signes contraires. Cette racine 

est unique^ en ertct, en admcUain qu'il y en ait plusieurb, 
soit / la plus grande, comme oa doit avoir 

on aurait à jortiori 

mais, en faisant décroître s depuis s' jusqu'à zéro, la fonc- 
tion F, allant en croissant à partir de zéro, ne peut plps 
s'annuler, et par conséquent Thypothèse d'une seconde 
racine est inadmissible. De même, à chaque valeur de s 
comprise entre o et i , correspond, pour f, une racine de 
réqualion (7) comprise entre les jih mes limites. 

Faisons décroître s à partir de &a plus grande valeur 
répondant' à C == oj F augmentera et ne pourra redevenir 
nulle que si t augmente; on finira par avoir ^sss t, puis 
«^^5 mais il est clair que l'on peut se borner à considé- 
rer les valeurs de 5 et ^ pour lesquelles 5^ en supposant 
que b est le plus petit des deux demi-axes de Féquateur. 
Én désignant par t la Vadeur de < correspondant k sssty 
l'équation ( 7) devient 



t est un peu supérieur à ^> et, t variant de o à ^ varie 
de I à T. 

Discussion relatwc à la vitesse angulaire. — On a 

(ît> (A' 
d» z=z ds -h ~r dt, 
ds dt 



(«4) . . 

d OU 



(iF \dt"ds ds' de ) 



ds 



I 
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Of, en posant 



OD trouve 

as 



H)- 

et, à cause de la symétrie de en ^ et on doit avoir aùssî 

Le coefficient Bi est évideramenl positif; il en est de même 
de Bo) car, en retrauchani de 4B0 Téquation (12), il vient 



4B, 



La valeur de devient, en y remplaçant — » -r-» -r> -r 

^ ^ * ds, dt ds di 

par leurs valeurs, . - 



ds 



3 /3\ / 

et, commet 4- £ — - = 5 j^i — ^ i j -h £ — -^sj > o, 

et que est négatif, ou voit que, lorsqu ou lait varier t 
de o à T, est croissant et atteint son maximum lorsque 

J = i = T. 

Pour r = o, on a = o j car 



qui scvauouil avec 2. Ainsi, à chaque valeur de f comprise 
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entre o et p»' répond un seul couple de yakurs réelles 
(le 5, f, el tous les ellipsoïdes obtenus de eetle manière sont 
diiFérents ; pour f/ ]> v', l'ellipsoïde à trois axes inégaux ne 
peut plus être une surface d'équilibre. 

A mesure que v augmente et que 5 et t se rapprochent 
de T, la forme des ellipsoïdes tend de plus en plus vers celle 
de l'un des ellipsoïdes de révolution dont nous nous sommes 
occupés plus haut, et elle raltcinl h)rsquc i' = u\ 

Vùcussioit relali\^e au moment de rotation» — L'équa- 
tion (9) donne, eu égard aux formules (i4)t 



Vdp is — 4^ ~\^^^) 



«. r 1 '''' , , 

01 Ion remplace -—t -p% — -> — > par leurs valeurs 



ds tU ds tU 
ci-dessus, pour obtenir celle de H- — ~9 
une simple permutation de lettres donnera la valeur de 
-4- — -—•^ I — t et enfin, en posant 

C. = H- 1» A. — == r (2 A, + 3 A.) • — v 7—'» 

C= A. + »A. 4-;) = A.H-C.).*f. 
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on tronve 

or, de ce que 5 1 <1 1, on a 

d*çù il suit (|ue Go est positif, et par suite Ci et C^. 

La dérivée éUDt négative , lorsque t croîtra de wéro 

juscjU à 7, (/ il i Cil décroissant cl atLeiudra sa plus pelîte 
valeur q' lorsque s = t = Xy ou que rellipsoïde sera de 
révolution. Pour ^ = x, r o, l'équation (g) montre que 
^ CD . Ainsi, ^ prend toutes les valeurs comprises entre 
xéro et l' infini lorsque^t varie de t à zéro et 5 de t à i. 
Donc, à chaque valeur de ^ supérieure à ^ répond un seul 
ellipsoïde d'équilibre à trois axes inégaux j mais pour ^ <^ç' 
Tellipsoide de révolution est seul passible. ' 

Quant aux axes, ils seront donnés par les formules 

/3M\^ . . e e ■ , 



. Atr^rk. 

di dt 



De réqnation — rfc 4r ^ <ft = o , on tire 



d'où 

ï, Ao, Ao4- Ajf = — — étant positifs, st croît avec r, 

ou le plus petit axe atteint son maximum Ionique VeUip^ 
sàïde est de réyohuion. 

Pour trouver le maximum de p ou de n*, il suffit de 



I 
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supposer Xs=X' dans les ëc[uations (4) et (S) du li 92, 
€l l'aa trouve • ^ 

o — Il (3 -h i3 V) + (3 -I- ï4V4- 3 V) arc tângX, 

n' _ X(3H-V) — (3 — +V)arctang^ 
• ' 4irp 4V » 

d'où ïou tire ' 
Xœ 1,394^7 j-- =s 0,09356} . 

par suite, 

tandis que, pour T^llipsoïde de rëvoluiion, nous ayons 
trouvé les limites 



X = 2,5293, 1^ = 0,1123. 

Si nous supposons que les conditions demonvenient soient 
celles de la Terre, g étant la gravité à la surface et R le rayon 
terrestre moyen, on a 

et = ^ ^^représentant le tiers du rapporldela force ceu- 

triiuge àTéquaieur à la pesaniear, a pour valeur o,qox49Ô6. 
En prenant pour unité le plus petit demi-aBO, on trouye 
pour les deux autres 19,57 et 1,018, tandis que, dans les* 
mêmes conditions, les, deux ellipsoSdes de révolution qui 

satisfont à Féquilibre ont pour rayons à l'équateur 
1,0043441 680. Donc dans cv. cas, Vellipsoïde à trois 
axes inégaux est trop diiïérent d'une sphère pour que 
Von puisse supposer que la Terre en affecte la forme, ce 
qui est d'accord avec ce que nous avons dit plus haut d'une 
manière générale. 

On remarquera que si la vitesse angulaire diminue de 
plus eu plu6, le pcùi axe de Téqualcur dltleic de moins eu 
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moins de Taxe des pôlt'S, tantiis que le grand axe angmeme 
à mesure. Si donc celle vitesse est extrêmement iViblei la 
masse Ûuide afïecie la forme d^uîu; longue aiguille à peu 
près ronde, tandis que les deux ellipsoïdes de révolution 
étudiés en premier lic^u se réduisent, Vm à nne sphère, 
Tautre à un disque elliptique très-aplatî. 

n' 

En résumé, on voit que quand ^— - est inférieur & 

0,09356, la surface d'équilibre peut être celle de 1 un ou 
de Tautre des ellipsoïdes de révolution aplatis, ou d'un 

ellipsuide à iiuii axes inégaux^ lorsque atteint, cette li- 
mite, le dernier ellipsok'de se confond avec l'uu des précé- 
dents i pour les valeurs de comprises eutre o.)0^336 et 

0,1123, les ellipsoïdes de révolution subsisieiit seuls, et se 
confondent pour la dernière limite; et pour Tine valeur 
plus grande la forme ellipsoïdale ne peut plus être une sur- 
face d'équilibre. 

Enfin, pour des conditions initiales données du mouve- 
ment, il*.exîste toujours un eQipsoïde de révolution satis* 
faisant à l'équilibre, et il n'y en a qu'un seul, et si le 
moment de rotation ne dé()asse pas une certaine limite, la 
surface d'équilibre peut être un ellipsoïde à trois axes iné- 
gaux ; au delà cette forme est impossible. 

§11. — De la. figure d'éqi ilibri: d'une masse fluide 

PEU DIFFÉRENTE d'uJNE SPHÈIIE POUVAIT RECOUVAIK V» 
SPHÉUOÏOB. 

99. Les résultats auxquels nous sommes parvenu au 

paragraphe précédent ne peuvent être considérés que 
comme nous donnant un premier aperçu sur la forme des 

corps célestes; car il est à peu près certain que ces corps 
nesout pas homo^^cues et que la deiiâiié va en augmentant 
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en allant de la surface âu cenlre. Le problème considéré 
ainsi sous un point de vue plus général présente de grandes 

clifTicultés que Laplktc n est parvenu à surmonter que dans 
le cas de la nature, celui d'un sphéroïde peu diflérent de la 
sphère* 

Mais avant d*aborder cette question il nous reste à éta- 
blir que la figure d'équilibre d'une masse* fluide homogène 

animée d un moiivcment uniforme de rotation est unique, 
lorsque cette iigui e diffère peu d'une sphère. 

100. l igure d équilibre une niasse fluide homogène 
peu différente d' une sphère, animée d^un mouvement uni- 
forme de rotation, — Continuons à désigner par n la vi- 
tjssse angulaire du système et n^îgeons le produit de sa 
secondé puissance, qui est nécessairement très-petit; par 
la différence eu ire la sphère et le sphéroïde on a, pour le 
travail de la force centrifuge, en conservant les notations 
du § iV du chapitrée 111, 

expression dont le second membre est un cas particulieir 
de la fonction Zj. Fn remplaçant a par A(t-h ^) dans le 
•second membre de la formule (i5) du u" 80, négligeant le 
carré de puis ajoutant le .résultat obtenu à Texpression 
précédente pour égaler le tout a une constante C, on obtient 
pour Téquation de la surface d^équilibre : 

Substituaui a z sou développement ^ Zy, et identifiant les 

o 

■ -4 
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fonctions semblables, un trouve 

Z| resie indéterminé, mais eo se reportant au n** 82 on 
peut le supposer nul ainsi que Zt; les fondions Zy pour 
V ^ a sont nulles. Posant 

quantité rpii rst seusijblement égale au rapport entre la fprce 
centrifuge à Téquateur à la pesanteur, il viént 

«=*(. + Z.)=»[.-|v(i'*-5)]' . 

ce qui est Vêquation polaire éTun ellipsoïde de résolution 

aplati (77), et dont V aplatissement est mesuré par -^(^^ 

résultat conforme à celui que nous avons* obtenu au n^94. 

L'attraction totale exercée par un sphéroïde liomogène 
peu différent d^une sphère sur un point de sa surface ne 

donm ia, perpendiculairement au rayon, qu\inc compo- 
sante du même ordre de grandeur que l'aplaiissemeut, et 
dont Je carré est négligeable, et Ton peut par suite consî- 
^ dérer Fattraetion totale comme égale à sa composante suir 
vaut le rayon. La formule (i5) du n^ 80 donne pour cette 
composante, en supposant ii = A(i-hZs) après la difîé- 
rentiatiou pai* rapport à a, 

d\ 4 ( 

til si 1 on en reiranche la composante semblable de la iui ce 
centrifuge, on trouve pour là pesanteur à la surface 
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qui varie proportionnellement au carré de îa latitude, 
conformément à ce que nous avons déjà trouvé au 97. 

Si la Terre était homogène dans toutes ses parties, la 
variation rehtive qiie la pesanteur éprouverait de Téqua- 

S 

teur au pôle serait ^ 9 ^ o,oo4325, taudis que Pexpérience 

au pendule donne o,oo54. L'iiouiogénéilé n'est donc pas 
admissible, et nous sommes conduit à étudier de nouveau 
la question, en considérant la Terre comme formée a l'oci-* 
gine par ttn fluide Hétérogène. 

101 . Si line masse fluide homogène, animée d'un mouue- 
meni de rotation uriijoi mc^ est soumise à des forces exté- 
rieures très'petites indépendantes de la forme déquilihre^ 
H de plus cette figure- est peu différente d^une sphère, elle 
est unique, — Ce cas est celui de chaque corps céleste, en 
tenant compte des actions exercées par les autres astres, 
lesquelles, en raison de la distance, peinent être considé- 
rées comme équivalentes sur la surface d'équilibre et sur 
la surface de la sphère dont elle diffère peu. 

En représentant par 4^a*|9.N la portion de Y corres- 
pondant à ces forces et à la force centrifuge, on a, comme 
■ au numéro précédent, ' ' . 

Siipposons qu'il y ait une seconde figure d équilibi e répon- 
da'nt au rayon à (i 4- js + tv), le développement de tv en 

co 

fonctions sphériques étant reprâenté P^'^ Wy, il viendra 

o 

O 

-4. 
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et en re Irancban t 'ces àein équ ations Tune âe Tautre, 

* O . O • 

En identifiant les fonctions semblaLlcs, on voit que W,, 
Ws,... sont nuls; Test également, de même que Zo, par 
suite de Téquivalence des volumes compris sous les deux 
sui^faces d^équilibre à celui de la sphère (82) . Les termes en 
Zi et Wi disparaissant des équations (a) et (h)^ la fonction N 
ne doit pas renfermer de termes de cette nature. Si donc on 
prend pour origine le centre de gravité de la masse pour 

les deux surfaces, leurs rayons se réduisent à ^ 

et 

elles sont par suite identiques, ce qui démontre la propriété 
énoncée. 

lOâ. Surface équilibre d'une couche fluide homogène 
peu différente d^une sphère, recouvrant un noyau sphé^ 

riqiie comj)osc dr. couches /louiogèncs concenlnijues . — 
Soient p! la densité et c le rayon du noyau j Texcès du po- 
tentiel de son attraction sur une molécule extérieure quel» 
conqiTe, sur ce qu'il serait si la sphère était formée par le 

liquide lui-même, étant ^ nc^ ^^ ' g ramené au cas 

d'une masse Iluide homogèTif , en introduisant cette expres- 
sion divisée par 4^^.^ (100) dans les formules du numéro 
précédent, et remplaçant a par a(i + -s) i on obtient ainsi 

;[' + ^ip'-p)]-r[« + r.<?'-rt] 

«0 

4_ V — h N = Gonst.; 

^ 7. V -h I 
O 

Zt, ne disparaissant plus de cette équation, sera ludéter* 
miné ou nul. 



Digitized by Google 



1 



1>B MéCAHIQVB CAUSTB. 21 3 

SoÏL A (i + 2 -h w) le rayon d'une seconde suiface d'é- 
quilibre, si çlle exisle^ ou trouvera, de même que plus 
haut, que 



2V -h I 



o o 

on pourra supposer comme ci-dessus Wo = et la con- 
stante de cette équation sera- nulle. 

^ Si Ton ne peut pas satisfaire à la relation 

^ 

pour une valeur eniière de v, toutes les fonctions se> 
ront nulles, et il n'y aura qu'une seule surface d'équilibn?. 
Dans le cas contraire, w se réduira â Wy et il j aura une 
infinité d'autres surfaces d'équilibre, puisque cette fonc- 
tion renferme av + 1 constantes indéterminées. 

103. Formules générales relatit^s à Véqmlihre d^une 
masse fluide hétérogène à peu près splièrique poussant 
recouvrir un noyau sphérique. — Supposons que Ion 
veuille tenir compte de l*attraction exercée par un astre 
étranger S sur la masse fluide ; il faudra appliquer à 
chaque molécule m de la masse fluide une accélération 
égale et contraire à celle du centre de gravité de cette 
masse afin de le réduire au repos. Soient ^, s les dtstifnces 
du centre de gravité de S à m et au centre de gravité O 
de la masse; ip, les angles analc^ues A 6 et cr, corres- 
pondant à a\ qui est censé ici représenter la distaiice Om. 
On a, en développant en série, 

eo 

S 8 S „ «» 

■j ■ ' -^n i ^ iii T^T. . 1 . . — — ^ ^ ' ^ ' ^ — ^ IT V • — ^ ; 

9 ^gt — 2^a[cosf cosô H- sint'sinôcos^cF — 4< )-+-«' 

la ' fonction étant de même nature que la fonctiC>n Yv 
du n^73, et satisfaisant à Téquation (5) du même numéro. 
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S 

L'accélération — - égale et contraire à celle de 0« applî-^ 

qucé aji point ui, parallèlenietu à 5, donnera dans le po- 
tentiel un terme égal au produit de son intensité par la 
projection de a sur s\ et comme on reconnaît facilement 
qae cette projection est ^ale à aPi, il vient 



00 

« s s „ 



a 



Comme on peut choisir la constante de manière que V soit 

nul pour a=zo ou pour le centre Je gravité qui est en 
repos, ce^te. formule se réduit à . . * ' 



00 

S 



On obLicndra le poientiel loial en ajoutant cette ex- 
pression et toutes les expressions de cette nature, s'il y a 
plusieurs astres, S, S', S^, . • . , à celle (i j') du n^ 84, aug- 
mentée du potentiel ^^ -r --^ ^f*' — duà la force cen- 
trifuge (100) ; on trouve ainsi, en appelant p la pression 
et en se rappelant que les conditions d'équilibre des 

Iluidi» se' résument dans Téquation -y = dV^ 

o 



I 

oc 



V 

9 



* 
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kx ayant la même signification qu'au 84^ formule dans 

laquelle on devra remplacer a par jl(x+«)=a^i Z^.^ • 

o 

Négligeons lë carré de s ainsi que ses' produits par n*, 

S S' ' 
-> • • • > et posons 



^ = U 



•9 



Eii idciuiliant les fonctions semblables de 1 ('(j nation (1), 
doDl le premier membre est utie constante pour cUaquo 
coQcbe de niveau, on trouve 



et en général, pour v ]> o, ■ 

On pourra cboîsir à volonté Parbitraire qui entre dans 

1 et^ualioM ( 2 ) . 

Pour réduire dans les mêmes limiies les intégrales com- 
prises dans Téquation (3), posons 

4 ^ 



4v 



Uw sera une fonction spbérîqne de fA et 0, de même nature 
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que Z« et y», et iDdépendante de à. Cette équatioa devient 

d'où Ton. déduit, eo différenttant {»ar rapport a a, . 

L^iutégratiou de cette équation introduira deux fonctions 

arbitraires entières et rationnelles en |x, — ^ fXnxSy 

— fjL^coscj, satisfaisant à l'équation (5) du n** 73. 
L^une de ces fonctions se déterminera au moyen de la fonc- 
tion Uy qui a disparu par la diiférentiation ; l'autre, dans 
le cas d'un noyau solide, en exprimant que Zy-est le même 

pour la dernière coaclie iiilérieure de ]a masse que pour la 
surface du noyau. Si le sphéroïde est entièrement fluide, 
aucune condition ne parait devoir déterminer cette fonc- 
tioUf et il semble en résulter la possibilité d'une infinité de 
surfaces d^équiKbre ; nous allons maintenant examiner ce 
cas, d'autant plus intéressant qu'il paraît se rapporter aux 
conditions primitives des corps célestes. 

iCH* Figure d^équUibre d^une rnasse fluide hétérogène 
dont les couches de niveau sont peu différentes de la 

sphère, * 

En se reportant à Texplicalion relative à Tarrangement 
des fluides pesants hétérogènes, on est naturellement con- 
duit à admettre que la densité de. la masse fluide considérée 
va en augmentant à mesure que l'on s'approche du centre. 
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Si la masse, était homogène, —^-^ serait égal à 



l'onité. Nous poserons donc 



' =.-F{.). 



Jf prf.A* 1——. C à?dp- 
0 P^Vo *^ 



F étant une certaine fonction de a, nulle pour 1=0, 
puisque le noyau infiniment petit que Ton peut concevoir 
au centre doit être considéré comme homogène; elle est 

plus petite que l'unité, cl de plus elle est essenliellcmeut 
positive-, car p décroissant quand a augmente, le second 
membre de la double égalité ci-dessus est inférieur à 
Tunité. 

A rînspectîon dé l'équation (4 )) on voit que Z» est de la 
forme 

étant comme Zy une fonction sphérique de et de u de 
l'ordre v, indépendante de a, et h, une fonction de ▲ seixl» 

On a, pour déterminer /iy, 

(5) S:=|»(» + ')-6[-F(*)]}7;-6[.-F(A)]^. 

Concevons que ^ soit développé en une suite de termes 
ordonnés suivant les puissances ascendantes 'entières ou 

fractiounaîres de a, et soit 

J&y Sr Oy A'-H A'' -f- « • . , 

tfy, a'y, . ,5, s',.,, y étant des inconnues indépendantes de 
a; l'équation (5) devient 

Si Ton conçoit que F(a) soit développé de la même ma- 



(6)j 
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nière (jue /i^, ce dé\ rloppcmcni ne pouvant pas renfermer 
de terme indépendant de a, puisque F(o) = o, il faut, 
pour que l'on puisse ideatiiier les deux membres de Téqua- 
lion précédente, que Yim des termes du premier membre 
soit nul, ou que, par exemple, 

(* -h V H- 3) — V -h a) =ïO, 

d'où deux valeurs pour s. Pour chacune de ces valeurs, on 
identifiera les autres termes du premier membre* à ceux du 

second, et l'on obtiendra ainsi deux séries, dont la somme, 
après les avoir multipliées chacune par une constante ar- 
bitraire, sera T intégrale complète de Téquation (5), Mais 
dans le cas qui nous occupe, on doit rejeter la valeur 
s = — (v + 3 ) pour laquelle Zy sentit infini au centre» ev 
l'on, ne peut aduicLti'e que la série 

Pour V s I, Téquation (5 ) est satis£dte par 

A 

et c'est la seule valeur admissible, puisqu'elle ctvrespoad 
à ^ = V — â« £n plaçant rorigine au ceutre de gravité du 

sphéroïde, Zj = ~ sera nul et Ton aaia = o. 

A l'inspectioh.de Téquation (6), on reconnaît que a[y 

a'^,..., se composent chacun de deux facteurs, Tun /sCy, 

l'autre indépendant de ce dernier. On peut par suite sup- 
poser «y égal à Punité, puisque cela revient a comprendre 
ce facteur dans Xy, on h remplacer dans ce qui précède 
flîyXy par X;, tout simplement. 

Pour v^-a, v(v-f-i) est supérieur à 6 et par suite 

à 6 F (a), et si Iij et -—sont positifs en pariaiii du centre^ 

ils restent constamment positifs à mesure ^ue ton sap* 
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proche da la surface^ car si -r-^ devenait négatif, il le Je- 

viendrait avant ht,, et devrait auparavant passer par zéro; 
or pour cette valeur, d'après Téquatioii (5) et pour v^a, 

est positif; par stii te, à partir de zéro, ^ recommen- 
cerait à croître, et il ne peut par conséquent, ainsi que /iy, 
.devenir négatif. 

On pourra satisfaire à la condition que la fonction F (a) 
soit très-petite pour de trè^-petites valeurs de à, en posant 

^, X étant des nombres positifs entiers ou fractionnaires. 

L'éc^uation (6) Uoiidc alurs 

(5'-f-v-+-3)(5'— V + 2)a^ =6(a-+-i)P, a^ = o, a|^'=o..., 
d OÙ ^ 



(2vH->-hi)r 
6(v — opa^-^-^-^ 



(av-hX-hi)X 



Ces deux dernières expressions sont essentiellement posi- 
tives quand v est égal ou supérieur à a. 

Pour V ^al ou supérieur à 3, Uy est inseiisible relative<- 
inent à la Terre, la Lune, Jupiter, etc., et l'équation (3) 
donne dans ces conditions» «n y remplaçant Zy par /i^X», 



-h 



3 j f^/(A-'+V*„)jxy = o. 
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Si Hv est ce que devient /ty à la surface, ou a 

2(1. -I- I ) Al *'prf. A» rh 3 J** prf( A**" A,) J X» = O ^ 

ou par l'intégration par parties, 

j^— (2V-4- i)Hvp-h('iv-M)H,J^ '^ly rf^ 

Or dp e&t négatif, /ly croit du centre i la surface et - <I i ? 

d*où il suit que l'ensemble des deux derniers termes du 
coefficient de X», et par suite ce coefficient, est négatif. 
L'équation précédente ne peut donc avoir lieu qu'autant 

que X;^ — o lors(jne v^3. Le rayon de chaque couche de 
niveau se réduisant alors à 

a(i4-Z,-|-Z,), 

il s'ensuit que les surfaces de nwcaii sont des ellipsoïdes. 
Puni simplifier l'écriture, nous supposerons dans ce qui 
suit Ai = I , ce qui revient à considérer a comme représen- 
tant alors le rapport du rayon moyen d'une couche à celui 
de la surface. 

Pour la Terre on a, en négligeant dans U» Taction du 
Soleil, de la Lune, etc., 

^♦="•7 5)' = U«=o...., 

«t l'équation (3) donne, en tuppriinant l'indice de Ht, Ai, 
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Soit 




(p étatit, aux quantités <iu second ordre près^ le rapport de 
la force ^centrifuge à Téquateur, à la pesanteur, il vient 




Si donc nous posons 




>et si nous profilons de l'indétermination de Zo pour éta- 
blir la rclaliou Z© = ^ A7i, le rayon de chaque couche de 
niveau sera donné par la formule 

/f = â[i-.*A(,*»-i)], 

qui reprâiente un ellipsoide de révolution autour de 
l'axe de rotation, aydht pour axes principaux, a^A, 
2 A (i + M) et dont kh est I*aplatis$ement ou rellipticilé. 

Il suit de là que : 

1° aplatissement des couches de niveau ua en crois ^ 
sont du centre à la sur/ace, tandis que les densités vont 
en décroissant f * * 



% 
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%^ .U aplatissement à la surface de la surface^ ou 

(rf) E^: — — , • 



5 



est supérieur à^et inférieur à la limite ^ ç correspon- 
dant jaa cas de l *honi o^énéité ( 1 00 ) . 

La première partie de cet énoucé est évidoiuc d'après la 
forme analytique même de rellipticitè. Pour établir la se- 
conde partie, nous remarquerons en premier lieu que les 
aplatissements croissent dans un moindre rapport que Tin- 

verse du carré du rayon, car h supposé égal à devieu- 
drait infini pour les coucher centrales ou pour a=so. Si 
donc on pose h=^y u croîtra avec ▲ et Ton aura 

d'où 

u augmentant du centre à la surface tandis que p diminue, 
la seconde intégrale du second membre de cette équation 
est négative, et par suite 

J prf{A^/*)<i»J'p<^lA'<H J pd,A\ 

et remplaçant la première de ces intégrales par la troi- 
sième, qui é^i une limite snpérienre, dans la formule de 

5 

Taplatisseinentà la surface, on trouve pour résultat y 
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Calcul de la pesanteur, Les directions de ia pesan- 
teur depuis UD point de la. surface jusqu'au centre ne 

forment point une ligne droite, mais une courbe normale 
anx rouelles de niveau (ju'flles traversent; c'ost donc la 
Uajectaire orthogonale des ellipses i;(-i)éiat rires de ce» 
conçues, et nous allons d^abord chercher à la déterqiiner. 

Sôiebt ( //^'. 8) OA un rayon quelconque rencontrait la 
surface libre de la masse fluide an point A et faisant avec 
Taxti de iuiaiion Oz l'axe C*oi AmO la trajet (olre orthogo- 
nale parlant du point A; a = le rayon aboutissant 014 
point ik» de la courbé; 6 Pangle qu'il forme avec Oz^ â l'angle 
formé avec OA [)ar la tangente en m ou l'élément mm' de 
la trajectoire, ou encore la normale à rdlipse passant par 
le puiiiL iu. Liiè, angles a, 0 — Oq sont du niènn' ordre de iijran- 
deur que rellipiiciié AA, ei I on devra en ^éi,'lli;cr \vs puis- 
sances supérieures 'à la première; mm' ne didére d'ailleurs 
èè dk que d^une quantité de Tordre kk» Si donc on appelle u 
la perpvAdiculâire mp abaissée du point m sur OA, on a 

— ïA» jvm'aind 

La normale à Fellipse dont Téquation est 

» 

a =4(1 — A-AsinaO) 

fait avec a Fangle Msinad = AAsîn2(?o ) et par suite 
avec OA Tangle * ' 

9 = i(A «sinaG» — (ô — fig). 

Ou a donc 

— f/a = i/A[/(/isin2Ô,— (ô — ô,)]. 

D'autre part, 

» = AStnjfiO/» = a(0 — Oo)» 

d où 

. — «ftf =4 ^ sin sO* — 5 

et entin, en intégrant, eu remarquant que pour le point A 
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OU pour A SIS I , ou a u .= Of 

Telle est Të^piatioii de la trajectoire qu*il s^agissait de 
trouver. 

Pour obtenir la valeur de la pesanteur ^ A la surface, il 

suffit (100) de cliaiigcT le sii^iic Je la dérivée de l'équa- 
tion (i) du 48, par rapport à a, puis de supposer 
a = i + Zo + Z,, Ai = 1 dans les limites des intégrales. 
On trouve ainsi» eu égard aux sîjnplifications indiquées 
plus haut, 

* 

On fera disparaître les înt^rales de cette formide qui ren- 
ferment à l'aide de l'équation (3), en y supposant 
V = a ^ et si Ton pose 

G=|7r J"p</.A>y|irZ» j^'py.A»H.4w J"prf(A»Z,)- I /»% 

et que Ton observe que 

z.=-e(^.— ;), 

on trouve, en ayant é^rd à la relation (c), 

^ = G[. + (5,-E)(,._i)], 

OU) en négligeant le carré du coefHcien t de f&' — ^ » 

(/) y = G[. + (^t-E)f']- 

Soient L la longueur du pendule à secondes à Féqoa- 
leur, correspondant k la gravité G; lia longueur du même 
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m 

pendule au point considéré^ on a . ' 

Si A est Texcè» de la longueur du pendule au pôle 'sur sa^ 

longueur à Téc^uateur, 

5 * • • 

d'où 

■ 5" * 

5 

Dans le cas de l'homogénéité, on a et A=.E» 

Mais si 6p]iéroïdeest îwlérogène^ autant l * aplatissement 

est aufdessus ou âurdessous de-^ff autant A estat^essouS 

ou au-dessus do là même quantité, ■ 

Soient G et. A les moments d^înenie du sphéroïde ptff 
rapport à Taxe de rotatloh et & un diamètre quelconque 

de Ttijuateur. En remplacaiil, dans la lormule finale du 
89, A** par le coeflicient — A7* du terme .en ft* de l 'ex- 
pression de a» et supposant B a A, on trou?e 



ou, un ayant égard à la relation [d) du numéro ptwédcnl 
et remarquant que £ ;= ÀH, 



C — A. _ l_ \ ' ' 

j pA*dA 

La théorie de la précessîon des équinoitçs donne ^ eomme 

i5 



Digitized by Google 



9a6 TtLài^t iLMufT&nc - 

nous le verrons plus ^oia, T^VQy - 

et en prenant 

» 

on trouve » 



» - • 



= 2,02. 



* 103. Attraction sur un point extcncnr d'un sphéroïde 
pecouvert d une couclie fluide. — Désis^nôtis piir M la 
pfitssc toîal^ du sphéroïde et 4u fluide ^ la lormule (3) du, 
n** 103 donne pour U surface, en se rappelant que Zj = o, 
et que rindéterminée Zô peut être prise égale à zéro (82), 

et pour V ^ a, 

en substituant les valeurs dans la formule (17) du n^ 84, 

• - . 

Dans le cas i^m. ellipsoïde, v s'arrête à a et Ton a 



4 • 
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y 



ei comme Zj i= — ^^f-* ' vient en défînilivc pour 
h ppteatiel cherché 

. '="-^.(i-^)('-i)- . 

"106. Hypothèses sur la loi de la variation de la den" 
sité de la Terré avec Ift profondeur* — -Les €onsidérati<»ns /, 
qui précèdent reçoivent également leur application, lorsque 
Von suppose que la Terre a été formée dès Vori^ne d'une 
seule substance, en tenant compte de l'augmenta lion de 
densité à mesure .que Ton s'approche du ceutre, due à la 
compression exercée par le poids des couches supérieures. 

La loi qui régit les gaz et d'après laquelle, la température 
restant constante, la densité croit proportionnellement à la 
pression, ne parait convenir ni aux liquides ni aux solides, 
et lexpérieuce semble indiquer qu ils résistent d'autant 
plus à la compression qu'ils sont plus comprimés 
d'autres termes, la dérivée de la pression par rapport à la 
densité croît avec cette densité, mais suivant une loi qui 
n'est pas connue j et Ton ne peut (aire à cet égard qv^q dt^ 
conjectures. 

L'hypothèse la plus simple quQ Ton puisse faire con- 
siste à supposer que cette dérivée croit proportionnelle- 
meni à la densité, et c'est celle qui a été imaginée et étu- 
diée par Legendre, et (jue Lapiacc a discutée plus tard 
dans sa Mécanique céleste. 

M. Roche (*) en modifiant Thypothèse de Legeudre par 
l'introduction d'un terme proportionnel au carré de la 
densité, ce qui a pour effet de rendre plus rapide encore là* 
loi de la compressibiîité, arrive h ce iIk orème très-simple : 
la diminution de densité croit proportionnellement au carré 
de la distance au centre. Les conséquences de cette propo- 



( "} Hcnwù es de l'Académie des Scimces de MoMfteHicr^ t* IH ; i S.»;^. 

10. 



I 
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shîon oflrent un accord irèB-talisfaisam . avec ie fésuluft. 
de l'expérience pendulaire exécutée par M* Airj au foùd 
de la mine de hoaSlIe de Harton, à une profondeur -de 

385 mètres ("^j. Nous allons exposer successivement les 
deux hypothèses qui, Tune et Tautrcy conduisent à des ré- 
sultats très-intëressant8« 

i07« Hypothèse de Legendre. — L*équàtion (%) du 
n^ 103 donne,. en diffiérenrîant par rapport à A» «et suppo* 
sanl as o,<ce i|ui est permis, 

(',) ^=_4w$jr'>»'-- 

Pùsons 

h ('tant une constante, et appelons la denùté i ta «nr^ 
face, oà la pression est supposée nulle j il vient 

et en vertu de Téquaiion (7)» . 



(9) 



disant ^ =s f = cette équation devient 
(«) 3?"^^ * 

ou 
et 

A . ^ 

p^— SIDA^H COSA^, 



(*) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. XXXIX» p. tioi; làôk- 
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Af étant deux constantes arbitraires. La deiisiié n*étant 
point infinie au centre où f est nul, B doit Être-nul, et Ton 
a tout simplement 



et comme à la suri'ace ^ = il vient 
Si Ton nomme D la moyenne densité de la Terre,, on a 

Or, les équations (S) et (9) donnent à la surface 

(2)...=-''X''— 

p» taotjy 
d'où Ton tire 

(10) . - = ( I — 

Pour calculer raplatissemcnt, nous nous reporterons à 
la formule (5) du n° lOi, en y supposant v = 2 ei suppri- 
mant Tindice de À, ce qui donne 

équation que Ton peut mettre sous la forme 
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ou, eu remplaçant p par - et ^ par sa valeur tirée de Té- 
qaatîon(8)y 

Cette équation est satisfaite eu posant 

N étant une constante arbitfaîré; et en Irémplaçant x par 
sa valeur en fonction de a> on trouve pour Taplatisse^t 
ment 



expression qui devient nulle avec a au centré de la Terre. 

£n se reportant au n". 104, raplaiissement à la surface a 
pour expression 



XAliA 



o •/<» • o *^«/o 

Jr pava 
o 



Substituant dp à sa valeur déduite de réquatîoli (S)» en 
ayant égard à la relation (i 2), on trouve en définitive pour 
r aplatissement à la surface 



tanj,'^)] 



3— /i— _JL.\ _ 



« 
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' 3oo aplatissement, et - 



En ])renant — pour cet aplatissement, et - ^ =a OjOoâéS» 



oa obtient 

• • • » 

L^ëquatiioti (lo) donil* 

et Ton a potir la densité au centre ^ ' 

La pesanteur en un point intérieur du sphéroïde repié- 
seutée par 1 attraction de la âphère de rayon a passant par 
ce point se trouve très-aimplement et a pour etpresaion 

g = ^7: j pA^<iA=:^i (siOA^ ^ A^ COSA^) , 

OU en appelant gi U Valeur de g i la âùriace du aphéh>tde, 

ou pour A = I, 

(sinA^-— A^ooéAi/X 
sin^-^^cos^ / 

Cette formule donne pour un petit abaissement -^di 
au-dessous de la surface do la Terre 



— = — 0»626«^4. 

g* 

Le rayon moyen de la Teteé étant de 6 366 000 mètres, et 

la pi olondeur à laquelle M. Aii^ a exécuté son expérience 
étant de 385 mètres, on a dans ce cas 



et 



385 



26400' 



I 

nombre beaucoup plus petit qiie — ^ , qui est donné par 
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robservatîon. Si Ton vouîa i i t^ue Li valeur cî-dessus de g re- 
produisît l'accroissemeai observé, il faudrait prendre <7 = 2, 
maïs alors laplatissement prendrait ia valear trop faible 

de Legendre ne peut pas représenicr à 

la fois d'une manière aaiisfaisânte It loi de la pesanteur él 

Taplatissement. 

• 

. 108* Hypothèse dti M» Roche, — - Supposons 

fi étant une constante.et la densité. au centre* L'ëqua- 
tion (7) do|ine 

7 = - 4*^*^^.(3 - 1 = - 1 '^^''^ {h* p) ' 

d où 

Cette formule ne dillère de celle de Legendre que par Tin* 

troduction dans lé second membre de ^ d'un tenue pro- 
portionnel au carré de la densité. . 

Nous avons obtei^n au (104)^ pour la Terre, la rela- 
tion 



X 



I 



ss2y0ar 



et en y remplaçant p par sa valeur ci-dessus y on trouve 
j3 s= 0|8| d'où 

p:i=p,(l— 0,8a*). 

En continuant à désigner par D la densité moyenne de la 
Terre, on a 
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doù 

p.î= 1,923p. 

Si Ton prend par exemple D-as 5,5, on à ^^=510, 5 et la 
densiié à la surface est 

* ■ * 

L^attractiofi de la sphère de raybn 'à, sur un point de sa 

surface, a pour expression 

i^jr^.v.= 4«^p..(î - o.8.i=) = 

^1 étant la pesanteur à la surface de la Terre, correspon- 
dantà On voit que raccéléralion g ausiiieute à pariir 

de la surface jusqu'à la disUQce a = ^ pour laquelle elle 

aiteinl sa valeur maximum 1,068^1, laquelle est plus 

grande qu'à la surface de plus de La pesanteur décroit 

ensuite, reprend la valeur ^| pour a=: o,655, puis dimi* 
21 ue rapidement et à peu près proportionnellement à a, 
jusqu'au centre où elle est nulle. 

Pour une faible variation de profondeur au-dessous dp la 
surface» on a 

iT Ts/^' 

et, en se plaçant dans les conditions de rexpérience de 
M* Aîrj, on trouve 

g X9Ô30* 

La différence entre ce résulut et la fraction — - — donnée 

par l'expérience esl évidemment inférieure à l'erreur pos- 
sible de robscrvatiori, daus laquelle il s agit de constater, 

sur une durée de a4 heures, tuie variation de a secondes ^ 
euviron. 
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L'aplatissement se déduira de Téquaiion 

qu'il faudrait intégrer au muins par approxiiiiatioo, en 
lirer la valeur de l'aplatissement à la surface, et voir 
ensuite si «lie s'accorderait dans des limiccts convenable» 
avec la valeur qui résulte de Tobservatidn^^Ge serait une. 
belle justification de rfaypotbèse de M. Rocbe ; mais poiir 
y arriver il faudrait passer par une série de calculé qui 
seraient fort compljcjués. 

J§ V. — De la stabilité dk lVolilibre d'une masse 

FLUIDE HOMOGÈBE ASIMÉë d'uK XOUVEMEST DE ROTA- 
TlOa VMIFOmMB. 

109. Concevons qu une masse fluide homogène atiimëe 
d'un -mouvement de rotation uniforme^ soumise à ses ao-» 
tiens iiiuliteUesy pouvant recouvrir un noyau central so- 
lide, stibisse, sous Tiniluence de certaines causes exté- 
rieures; des modifications de forme supposées très-petites, 
et proposons-nous de déterminer les conditions nécessaires 
pour que ces modifications coialiment à rester très-petiies, 
de manière que, après une série d'oscillations, la masse 
fluide finisse par reprendre ^«a forme ^l'équilibre. I<îoii$ 
aiiron.8 ainsi tes conditions relatives à la stabilité de Téqui- 
libre de la masse. 

Le tout se réduit, comme on le sait, â exprimer qtlë 
l ai croissemcut infininient petit du potentiel, qui est du 
second ordre, est négatif. 

Pendant la déformation le moment de rotation (90) reste 
constant, et il conviendra de le considérer oomme une 
donnée de la question. 

Les petits déplacements de la masse pourront être rap- 
portés, coiiiiiie mouvements relatifs, à la ligure d' équi- 
libre (S) supposée animée du mouvemeut moyen 4e rota<« 
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tbb'dci celle mâue, c'est-à-dire' da mouvement qu'elle 
prendrait ai tout i coop elle fomiait un système solide^ 

Soient : ' 

. ; Ct^ G| les moments d'inertie de la masse par rapport à 
Taxe de roution .lors de l'équilibre et à un instapt 

quelconque; 
Ho, n, les vitesses angulaires correspondantes; 
^, le moment de rolalion ; 
- p la densité de la couche fluide» la densité du noyau étant 
prise pour unité ; 
g raccélération due à ratlraclion de la masse et à la 
• force centrifuge sur un point quelconque de la suriace 
d'équilibre, et qui est nécessairement normale à cette 
surface; 

^ fi<ù^ dtù' deux éléments de la surface 4^équilibre ( 

ù, leur dislance ; 

z' les portions correspoiidarues et infiniment petites 
des normales limitées par la surface variable^ 

La relation 

C«=u 

1 > * 

indique que dans leur mouvement relatif par rapport k (S), 
la somme des produits des masses élémentaires par les aires 

décrites en projection sur le plan de l'équateur est nulle, . 
car ^ reprcsente la même sdmme dans le mouvement absolu 
et le mouvement d'entraînement ('^)» et leur dillérence est 
jpar suite nulle. • 

L'accroissement du potentiel est dÀ : à Tattraction sui^ 
lui-mêmede Texcès sphéroïdal limité par la surface variable n 
et la stirface d'équilibre; i^ à Tatiraclion de la m i^se (S) 
sur cet excès; 3" à la variation de la force centiifuge sur 
toute la masse réduite. aux termes du second ordre. 



( * ) Voyez t pour la ibôoria de& luouvemento feUUfs^ mou Traité de Ciiié' 
mali^ùe pure. 
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Lorsque la masse pdtùdz s'élève au-dessus de ta figure 
variable, au point comspondant à dtà^ rattraction qu'elle 
reçoit de lelément pz'dtù* de Texcès aphéroïdal donne 

lieu au travail ù^dwdoi* —7— L'élévation dz' au*de&sus de 
* a 

d(ù* donne de même, par rapport à l'élément pzdiù^ le ira- 
dz 

T 



ztiz' 

vail p^dtùdi»' -— ; la mme de; ces deux expreutona étant 



p* d,zz'^ il vient, pour les d^lacements z^ s' au* 
dessus de la su rface d*équî lilire» 

Si Ton fait la somme des expressions semblables pour tout 
Fexcès sphëroïdal, il est clair cjue l'on aura le double du 
potentiel dû à ses attractions mutuelles, puisque chaque 
élément s'y trouvera répété deux fois. On a donc pour ce 
potentiel 

Le travail élémentaire dû à la résultante sur 1 élément 
pdfûz^ étant ^ gpdiùzdz^ il vient^ ponr le potentiel corres- 
pondant au déplacement z eompté à partir de la surface 

d'équilibre, — ^z^dtù^ et pour tout l'excès sphéroidal. 

potentiel dû a la force centrifuge, r étant la distance 

de la molécule //t a 1 axe de rotation. 

En posant C = G» 4» ^C» le terme du second ordre de cette 

expression est 



I 
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en rexoarquant que raccioissemeiit ^Cdu moment d'inertie 

est dù à Texcès sphéroïdal ou est égal à p J*r*zd(ù, L'ac- 
croissement total du potentiel est donc 

<■> ;f {/—)■'•" 

telle est Texpressioa, qui doit être négative» 

IlOi De la stabilité de rSquiHhnt des' mm. — Suppo- 
sons que la surfaco d'équilibre et le noyau soient très-peu 
différents dune sphère ^ l'accélération ^ peut approxima- 
tivement être considérée comme constante, et nous pren- 
drons pour unité le rayon de la sphère équival<mte au , 
volume du sphéroïde total. 

On a . 

étant la lonclion du n^ 73) symétrique par rapport aux 
angles &f 6\ et o' qui fixent la position de dta^ dtù*m 
Soient • 

les développements en fonctiona sphériques de s, x\ , 

la fonclion Lq ctant nulle (82). On a (78), V étant diilé- 
rent de v', 



J*Z„ Yv' d*» = o, J*Zv'lf/ dta = 



attendu qne <io), do^' peuvent approximativement être con- 
sidérés comme deux éléments sphériquesi et les intégrales 

(*) M. Liouville est arrive le premier à cette expression par une inélbode 
analytique iotéffée état wd ifmrmûl d» MûAèm ti^uet pmres et appliquées* 
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ci-d^sus s'élendant à louie la surface de la sphère ou de 
à 4ir j on a de ^Us^ d'après la' formule du 79| 



X 



Lès deux preimers termes de Texpressioii (i).deviennefit par 
suite^ en remarquant que Ton a à très-peu près g =~f 

■ * 

Enfin» on a /•*= 8În*ô = 5-- (f**"^5) comme/** — ^ 

est un cas particulier des fondions Zj, l'intégrale du lioi- 
sième terme de l'expression (i) se réduit (88) à 

As étant îc coefOcient du terme fie Z, indépendant de cj. Il 
vient donc^ pour l'accrgissement total du potentiel» 

-:i^-'X"['-'«-(-5')^---->-!- 

et pour qu'il soit négatif, quelle qile sojt la déformation ou 
les valeurs très-petites attribuées à As, Z^, Z>s>«.*,il faut que 
p <^ i. DonCf pour que régutUbt^ de la mer soit stable, il 
fùut que sa densité soit inférieure à la densité morfcnne de 
la terre. 

Si celte condition n'est pas remplie, il y aura certains dé- 
placements pour lesquels les éléments matériels du iluide 
tendront à s'éloigner de plus en plus des positions qui con- 
viennent à Téquilibre, et Téquilibre sera instable pour .ces 
déplacemeols. 
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Ht, Ii^Qmn de. Saturai est une convonne dreulaiM 
d'uB^ tr^Tfoible ëpaîssear^ dont le centre est eelni de le 

planète et dont la largeur est environ la moilié du rayon 
intérieur, ce dernier étant égal à uq6 fois ei demie celui de 
la planète (^). 

L'anneau n*e9t pas simple^ et Ton a reconnu jusqu'ici 
qa*îl est formd de trois anneaux concentriques presque 
entièrement situés dans le même plan. 

L'irradiation doit considérablement augmenter la Iar> 
genr apparente des anneaux; il pent même se faire que 
• chaque anneau se compose de plusieurs autres» qui par la 
même eiitiae paraîasent se conlbodre en un sedl pour Tob- 
seryateur. 

: Nofi« supposerons, dans ce qui auit^ que chaque anneau 
est fluide ou qu'il Ta été primhivement, qu'il affeole par 
conséquent la loiine d'une surface d'équilibre, qu'il est 
liomogène* que.U distance entre deux anneaux consécutifs 
est assez grande pour que, en raison de leur faible masse, 
on puisse obliger leurs actions mutuelles de l'un à Tautre. 

Chaque anneau se trouvera ainsi sollicité par ses attract- 
ions mutuelles, par ^attraction de la masse de Saturne que 
nous considérerons comme spliérique el composé de cou- 
ches homogènes conceu triques; eniin par la force cenln- 
fuge résultant de son mouvement de rotation accusé d ail" 
leurs par Tobservation et supposé uniforme. 

L'attraction d'un anneau sur un point de sa surface' 



(*) Rftjon équatoi ial di> Saturne. . ^ooo kitoniètres. 

Rayon intérieur de l'anncrtu. ...••*..« 9:^000 >» 
Hayon «xtérieiir de l'anneau 142000 • 

L'épaisseur d« VaDMon est ineonnae, mais elle ne paraît pos dépasser 
rao Ulomâtres. 
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étant irès-pctite par japport à Tattraction de Saturne, et 
sa largeur daos le «eus du rayon paraissant elle-même 
devoir être une très-iaible fraction ne ce rayon» on pourra 
sans inconvénient négliger le rapport des dimensions trans» 

versaîes de l'anneau à son rayon, ou supposer ce dernier 
intifii. De sorte que l'on est ramené à déterminer l'attrac- 
tion d'un cylindre indéfini de même- section transversale 
sur un point de sa si^v'facê. 

112. La figure elliptique satisfait à la candiCfon dégui* 
libre d'un anneau supposé fluide, ^ Soient : 

OZ Taxe de rotation de Saturne; 

C le centre d'une section méridienne; 

Cz la parallèle à OZ menée parcepoint^; 

OCjr la pierpendiculaire à OZ passant par le point 

prise pour axe des ^ *, 
a le rayoA OC dn'cerele décrit par le ceptre de ranoean ; 

S la mass<^ de la planète; ^ ■* 
n la viitàse angulaire de rotation de l'anneau; 
jr^z les coordonnées d'un point. /i» du périmètre de la 
section considérée. 

Le travail élémentaire de la force centrifuge du point m 
sera, abstraction faite de sa masse qui entre en facteur, 

Le travail total de Pattraction de Saturne sur le même 
point est, en négligeant les puissances de z^j supérieures 
à la seconde, 

d^où, pour le travail élémentaire, 

dy -\ i— i — • 

à" ^ II» «* 
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Entiu, si Ton suppose que la section de l aiineau csi une 
ellipse ayant pour équation 

d'après le . n^ 71, le travail éléméatatre de rattraetioii 
qa'il exerce sur le poiut m est 

la densité de Fannean étant prise pour unité* On a donc 
pour U condition d^équilibre à la surface ' 

Celte équaûon coïncide avec celle de Tellipse si 

. S 



4»f7 S 



"4rr 3S • 



t 7 4- I - 

d'où Ton déduit 

• 4ini»"~(7-+-l)(37*+i)* 

A rinspection de cette forranle, on voit que y ^ 1 ou 
que Fanncau est nécessairement aplati. Considérée comme 
unè équation en 7, elle a deux racines positives, puisque 

son second mcmbie devient nul \)onr y = 1 , y = 00 . 

Le maximum du second membre de l'équation (i) est 
égal k 0,0543026 et correspond à 

7 = 2,594; 

si donc on désigne par D la densité moyenne de Saturne 

16 
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k pljM gC£Wide:Vi^ur que i'oa puitte atuij»uer à D est 

♦ • 

0,1639078^* 

• • - • - 

En supposant que Ton prenne pour a le rayon moyen de 
Tanneau total , on a a^nsibloment 

â = ■ . .... 

\ . ■ 

et la limite supérîetiFe de I9 densité de Saturne est i,3. 
La relation ' • ' V : v . . 

^'' = Sî 

montre que chaque anneau partiel se meut autour de la 
planète comme un satellite placé à la môme distance, 

IX suit de là que la période de ce moùvement doit être 
de 0^,44 poar Tanneau înténear^ce qui est conforme à 
Tobservation. 

• • 

it3. Instabilité, de VéquHihré d*un anneau régnHei^et 

irrégularité nécessaire pour la stabilité rie Véquilihre. — 
Nous avons suppose à l'anneau de Saturne une forme ré« 
gulière; mais, pour la stabilité de Téquilibrei il esi néces- 
saire <|tte la distri^iolion d^ niasses constituantes pr^ 
sente pas compléiement ce caractère, soit que ]«, section 
soit variable, soit que son axe curviligne soit à double 
courbure, soitenlin qu*il ne soil pas homogène dans toutes 
ses parties. .Ces inégalités de fornie, q^uoique très-iaibles, 
sont indiquées par les apparitions et les disparitions de 
Tanneau, dans lesquelles les deux anses présentent des phé- 
nomènes dii]iércnls« S^ns ces iDé|;alil4s, Tanneau sous Ij'n- 
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Huence.du plus faible déplacement d4 à la. cauce la plus 
légère, telle que Tattractiou d*aiie comète ou d'un sâteHite, 
finirait par se précipiter sur la surface de Saturne* 

Supposons, en effet, que te centre de Saturne soit en O 

( fig, lo), le centre de Panneau tléplaié tiaiii eu C, et con- 
sidérons l'une des cirronférences matérielles dans lesquelles 
cet anneau peut se décomposer; hoït -ab la corde perpendi- 
culaire en O au rayon OC, déterminant les deux segments 
in^anx aHb<f -aéSh^ le .premier élaut^plns petit que Tautre. 
L'attraction de Saturne ou de C sur deux éléments mn, 
îrln' des deux segments, déterminés par deux cordes infi- 
niment voisines passant par O, sera plus grande pour le 
premier que pour le second^ d'où résulte que 1 aiLraelioii 
de la planète sur le segment adh ^ra^ plus forte que sur le 
sèment tià'h^ ou que Tattraction totale sur la circonfé- 
rence sera dirigée dè O vers et tendra à éloigner le 
second de eiefs centres du premier. Le centre cfe Tanneau, 
snpposé régulier on composé d*un certain noiiil>re de cir- 
conférences identiques à la précédente. Unirait donc par 
s'éloigner de plus en plus de celui de la planète, et Taii- 
neau arriverait à se joindre à Saturne. 

Les divers anneaux qui entourent le gloBe de Saturne 
sont par conséquent des solides irrégiitiers d*une largeur 
inhale dans les différents points de leurs circonférences, de 
telle sorte que leurs centres de gravité ne coïncident pas 
avec leur centre de iigure. Ces centres de gravité peuvent 
6m considérés comme amant de satellites qui se meuvent 
autour du centre de Saturne, è des distances dépendfantes • 
de HnégaTitédes parties de chaque anneau, avec des vitesses 
de rotation égales à celles de leurs anneaux respectifs* 



i6. 
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. , CHAPITRE V. 

DE LA FORME liE LA TERRE DÉDUITE DES MESURES 

GËOD£SiQU£& 



114. Dans le chapitre préccdcnl, nous avons reconnu 
que la Terre doit alFectcr îa forme d'un ellipsoïde de révo- 
lution, en partant de.ceite hypothèse qu'elle a été primiti- 
vement fluide, et que le refroidissement n|a pas dù modi- 
fier sensiblement la forme de sa surface libre. 

* Celte induction Lhcoiique s'accordc-t-clle avec les résul- 
tats de robservatiou? Cest ce que les mesures géodésiques 
seules peuvent décider. Or on sait que les o}>ératiops de 
cette nature ont pour objet de déterminer la forme et la 
longueur des arcs d'une classe de courbes appelées lignes- 
géofJésiqueSf définies par cette propriété : (.\\\v. chacune 
d'elles i^st le plus court chemin de Tun de ses points à un 
autre» sur la surface sur laquelle elle est tracée. On est 
donc conduit, en, premier lieu, à déterminer la relation 
qureiciste entre la forme d*une surface et ses lignes géodé- 

SUJLiCS. 

' Les ligues gcodesiqucs jouissent de deux propriétés im- 
portantes, que nous allons d'abord rappeler : 

1^ Le plan oscuiateur d'aune ligne géodésit/ua tracée 
sur une surface est normal à cette surface. 

Considérons, en ellet, deux points infiniment voisins 
d'une ligne géodésique, entre lesquels elle détermine ie 
plus court chemin *, réiémcnt d*arc qui joint les deux points 
peut être regarde comme appartenant également au cercle 
oscuiateur de la courbe. Or, de plusieurs arcs de ccrde 
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qui pMflent par deux points, le plus court est celui dont lè 
rayon est le plus grand, et comme, diaprés le, théorème dè ; 
Meusnfer, pour nne seetîon plane faite dam une surface 

suivant une tangente quelconque, le rayoïi (Je courbure le 
plus grand est celui qui correspond à la section normale^ 
k'ibto^àme énoncé devient évident 

' ar'Si ^ point mokUe eit àsstqettià se mouvoir sur une 
sùjifacé, ^sans être sollicité par aitcàne Joroe extérieure, 
il décrit une ligne géodésique. 

Car Faccélératiou du mobile est normale à la surface de 
BD^^ie^qae la réaction de cette surface à laquelle elle est dne, 
iH^comme el|e çst oomprièe dana le (klaÉ osculateur^e la 
trajecUnre^ le principe énoncé se trouve démontré. On voit 
aussi que la vitesse est constante, puisque raccéléraiiou 
tangentielle est constamment nulle. 
\ La recherche des lignes géodésif|ues sur une surface pré- 
sente de grandes difficultés d'intégration, que Ton n'a pu 
surmonter ffue dans quelques cas particuliers, et Ton n'a 
résolu le problème pour les surfaces du second degré qu'eu, 
employant les coordonnées curvilignes (^^)- 

Nous nous bornerons à étudier dans Ce qui suit le seul 

t 

{*) Sor une wattatt» dévolo|ipable> la Wfgùt ijéodésiqné doit devenir nne 
droite eprjU le développement de la rarfaee sur un plan, ee qni eii|;e que 
le prolongement d'un élément de la courbe ei l'élément suivant Tassent iee 
mêmes angles avee la génératrlee intermédiaire; d'où l'on déduit directe^ 

ment que le plan osculateur est normal à la surface. 

Si Ton mène des plans tangents aux différents points d'une lijno gooilé- 
sique tracée sur une surface quelconque, on ubiient une surface dcvclop- 
pable relativement à laquelle colle Iii;uc est e(;aleuienl géodésique; car au- 
trement on pourrait tracer «ne ligne plus courte sur la surface développablo 
dana la aone éUmentaivs emnmnne aux deox surfaces, ce qoi est contraire à 
Hiypothèse admise. On.volt ainsi d'une autre manière que le plan osenlai- 
teor d^ràe ligne géodésique est normal 'à la snsfaee, et Ton démontre eu 
mtajb tempe cet entre théorème : 

Deux tangentes consécutives h une ligne géodésUiueJiMit tes mêmes engfesefsee 
la tangente conjuguée intermi'diairr. 

("*) Voir les travaux du MM. Gaubs, Jacobi, Juaciiiuisilial, Uuu^Hc». 
CbaslcSit Michael Kuberti». 
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cas réellement utile dans la géodésie proprement dite, étu- 
dié par Laplace, et auquel nous conduira d'une matiière 
trèf-aimple la tlu^cu'i,e des inouv^ou^ais r^ialîr». 

H5. Lignes gt'odêsigues sur un sphéroïde très -peu 
différent d une sp/tère. — •> Pour détei rainer uae ii^ne 
géodési^e sur une surface, il suffit de se donner Yvàx de 
ses points A {fig, 1 1) et ia direction de la tangânte en ce 
point. 

Soient : * 

• > 

. O le eentre du spbérolde) 

xOy le plan vaeaaé par ce point ei la tangente en A è ' 

la ligne géodésique, l'axe Ox se confondant en di- 

reclioa avec OA ] 
Ojr la perpendiculaire en O à Oâ;dam le plan ci-dessus ) 
0< la perpendiculaire au même point A ce plan; 
B un point quelconque de la UgAt géodésique; 
b sa projection sur le plan xOj) 
€ le point de rencontre de OJb avec le eercle décrit éa 

point O comme centre avec le r^you OA dans le 

plan xOj\ ' , 

r^OB^a {t'^u)^ u étant une petite fraction dont 
on neigera les puissances supérieures à la premfére ; 
a l'angle A05; 

a langle WOh; 

Bm la perpendiculaire en R k BO dans le plan BO-2; 
làp ia perpendiculaire au plan BÛ« menée parle môme 
point; 

M, P les composantes suivant OB, Bm, Bp de rac<* 
célération du point mobile B qui est censé décrire 

librement la courbe AB, sans être soumis à raciion 
d'une force extérieure. 

SI le sphéroïde devenait une sphère^ ou si a était nul y 
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la courbe géodcsiquc coïnciderait avec le cercle Âc^ Tangle *^ 
}SOb=$ est donc de l'ordre et Ton en négligera le 
carréét le produit par u. On voit aussi que l'on peut con- 
sidérer OB comme égal kOh^Bb comme un arc de cercle 
de centre O, et suppose^ bc = au. 

Supposons (jue u soit développé en série orduiiiiée sui- 
vant les puissances ascendantes de ^, et soit 

Dans Ye cas actuel, le premier terme, le second, le troi- 
sième, etc., seront du premier ohlre, du second, du troi- 
sième.^ etc., et, si l'on emploie des parenthèses pour dis- 
tinguer les dérivées partielles relatives à la surface des 
dérivées qui se rapportent à la ligne géodésique, on a, aux 
tenues du second ordre près, 



1) 



(du\ dttt / €tu\ 

T.)=lû' [ai}*"''* 

4i'^ \dk) \dï) 4^'^ \dky 

é 

et les trois valeurs sont indépendantes de d, 

L-arc élémentaire ds^ décrit par le point B9 est égal^ aux 
termes du second ordre près, k a^i-^-u) da \ d'où 

ds^u(i'^u)daf 

et« comme la vitesse ^ du point B est constante « qu'elle 

peut être choisie arbitrairement et supposée égaie à a, il 
vient 

dm 
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d'où 

(tct 

Le point Bdécril dans le plan mobile bOz une courbe Bc^ 
en vertu d*une accélération dont nous allons d'abord cher- 
clier les composantes. A, cet effet nous remarquerons que 
ce mouTement peut être considéré comme résnlunt d*an 

mouvement relatif suivant le rayon OB, qui tourne lui- 
même autour du point O j ou a donc raccéléraiiou relative 

— = a— , swvantOB, 

Taccélération d'entrainement tangenlielle 

« (i -H tt) -rr — • "TT* suivant Bni, 

et ce sont les deux seules accélérations dont on ait à 
tenir compte, attendu que l'accélération centrifuge com- 

posée 2 -^'2 Taccéléraiion normale d*entrainement 

r 5®°^ second ordre et négligeables (*). Connais- 

sant ainsi les composantes de Taccélération du point B dans 
son mouvement relatif dans le plan zOh^ cherchons à dé- 
terminer celles de raccélération absolue. 

La vitesse relative du point B en projection sur le 
plan xOy étant égale à 

dr ^ fiu 
dt dt 

ànx termes du second ordre près, on a, pour Taccélération 
centrifuge composée, prise en sens contraire, due à la rou- 



( * ) Fo/r, pou r tout €• qal concerne la théorie du iiioûv«iik«it relutif» mon 
Traité de CMmatiqtie ptire. 
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lion du -piao zOb autour de : 

doi du . . "* 

na-r -r* tuivaot B^. 



La composante tangendelle d^entrainaiiieiit est 

, 'du 



rcûào -r- = a II + u) -r— ) suivant Up. 



L'accéléràlion normale d'entrainement ^ r — cmd, di- 

rigée suivant la perpendiculaire lii à Oz, donne les com- 
posantes 

da.^ 

— - a (i -i-ii)-^» suivant 

« (1 -Mi] — sin^^ a— '9, snivant Bot. 
On a donc, en récapitulant» 



2 



^2 N ^ / yii 
dot du , //'a 

a 0 os M: 



OU) eii remplaçant t par a dans les termes du premier 

de 



ordre» en vertu de 1 équation (2), -7- par sa valeur fournie 



par la m^me équation) par celle qui-s^en déduit, 



d'il , , R 



\ da,^^ a 
La rcsuilanlc de R, P, M élaut uormale à sa surface, ou 
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a, d'après le principe du travail wirtud» ' . - . 

OU • ^ 

R4f« -h If i/^ P (t H- «) a S3 

d*oà, en ayant ^ard à la première des équations (3) et en 
vertu de Tapproxiroation adoptée, 

La seconde des équations (3) devient ^ = 

prime une identité, diaprés ce que ïou a vu plus bauU La 
troisième donne 



Joni liiiic^ialc est (^), par suitcdescondiiions ^=0,^=0 



( « ) Fount 

# = «eo8ett 

, dx d' X ■ 

l'cquation (5) devient * * " 

et oomme o, s= o pour « s il vient 
a( 

d'où l'inUyiuk Un texte qui ne se Uuu>c pu* dans iu Mccam^uc céleste de 
Lrii|)luce. ^ * . 
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(6) ^ = -«>S«jf cosWajf ^(^Jrfa. 

Soît p le rayon de ^uvlittre an point B de la trajecloîre.^ 
raccéléralioQ en ce fpainç est. 

— = v'RM-MM^ ou ^ = — R, 

eu continuant à négliger les termes da ^seeond ordre. On 
tire de en ayant ^ard 9,1a première des équations (3),, 

On recoiinaitra factlenwnt que raa§k^.vdii,-U tiygente au 

point B de la courbe avec le plan j^Ox est é^al à 

Soit 4* l'angté formé par la normale k la surface au , 
point B avec Ox; la projecdon de Paccélération totale 

$ur Ox élaui R cosa — P »in«, il vient 

Rcosa— Psîoa Rcosa — Psina /da\ . 

COSlI» = — 7r==n::r = s = COS« — — SlDa, 

d'oà • 

(8) . {« 

en substituant à ^ la variable a dans P^^^* 

mis aux termes près du second ordre* 

Appelons V l'angle que fait avec^Ojr, io plan pardUclc 
à la normale au point B de la surface, uicné par la droite 
Ox. La trace d<î ce plan sur /O^ sera la projection sur 
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ce dernier de raccélération totale supposée transportée 
parailèlement k elle-même au point O. Or les composantes 
de cette accélération sont 

B ûn s -)- P oos«, sui?ant O/; 

B. siu 4- M cos Sf, suivant 0 2 ; 

il vient donc 



(9) 



4 tang V 011 V = ^ — ^ 

J . Rsina-t-Pcosa sina sjBa / 

i 

\ sin4» sin^\c/^/ 



Désignons par u l'angle formé par la tangente en B avec 
le plan ci-dessus passant par Ox et la parallèle en O à la 
normale même point de la surface, et soit h le point où 
le plan coupe R^; bk est égal à l'angle V, muliiplié par la 
distance du point b à Ox, ou par a sina. Ou a donc 

B*=r«(Vsin«— 

Pour un point infiniment Voisin de B, le plan A Oa: étant 
supposé ûxe ou V consuut, BA varie de 

il vient donc, en remarquant que Tangle kOx peut être 

couâidcré comme égal à a,, 

(10) W = -j— =:Vc0Sa — -j- = VC0Si[» -rr* 

* ' aaa aa ^ 

Si tt est développable en série convergente ordonnée 
suivant les puissances ascendantes de a, pour des valeurs 
de cette variable inférieures h une certaine limite, on a, 

en allée tant de l'iudice i les dérivées partielles qui se rap- 
portent au point A) 



= m. 



1 .2 \«/a /i 
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Cl d'après la^oecondQ des formules (i), 

(I.) , = a[. + J^(g)a»+^(g)_a'+...]. 

On voit de cette m,aQière que si a est assez petit pour 
<jne roii puisse en obliger le produit p«r des terme» de 
Tordre on a . 

Considérons sur la ligne géodésique un point Ai infini- 
ment voisin de A; les tangentes en A, Ai aux sections dé- 
terminées dans la surface par les plans sOA, zOÂi seront 

respectivement avec OA et OA^ les angles 90^ — (^) ^ 

gentes sera — (^^^) Cette dernière érpressipn sera 

en même temps, en grandeur et en signe, aux termes du 
second ordre près, Tangle inflexion de la surface (*) 
correspondant k la direction AAi, c'est-à-dire l'angle formé 
par les tangentes à la surface en A, Ai comprises respecti- 
vement dans le plan normal à la tangente à la courbe en A, 
et dans le plan parallèle mené par le point A^ pour ce qui 
est relatif an signe, il suffit d'observer que cet angle doit 
être considéré comme positif ou négatif} selon que la tan- 
gente en Al est sî'tnée an-dessous ou an-dessus du plan 
tangent par rapport à la convexité de la surface. On a 
donc, en désignant par D le rayon d'inilexioui 

1164 ■ AppUcalion à la géodésie, — Les formules précé- 
dentes deviendront iniiiiéJiaLemcnl applicables a la Tcnc, 

(*> ycgfwM non 2'raHé de CinénMli^ue pure^ p. 344* . 
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en les transformant odnvièiHibleiiient et» coordonné g«o- 
déslqnes. Nous nons borherons à examiner les deux cas 
partîonlîers développés dans le second Tohime SeJa Méa»' 

nique l êtes le de l>;i])lace. 

Nous rappellerons ([iie \ç zénith en un point de Ta sur- 
face da sphéroïda terrestre est rinicrscction de la voÀte 
céleste avec la normale en ce point de Ja surfiice. Le meW* 
dien célestm an même pointes! le plan déterminé par Tarxe 
de la Terre et le zénith, ou encore le plan qui, passant 
pÀr Ta première de ces droites^ est parallèle à la normale 
au point considérié de la surface. 

La latitude eu un point de la Terre est le complément 
de Tangle fonne par la nornude avec Taxe terrestre;' on 
donne à ce dernier -angle le nom de colalitudç. 

La longitude d'un Bea est l'angle compris sous le mé- 
ridien céleste correspondant, et un méridien céleste fixe 
dans Fespace. 

La longitude et la latitude ou la coiatitnde sont les coor- 
données employées en géodésie,, par le motif qu'elles sont 
œlles qui se patent le mieux. a,u% observations» • 

I*' Cas» —La tangente au point dff 4^part d'uae Ugae 
gjéodésiifua est parallèle au méridiea céleste corr^span^ 
dant. — Soient [Jil;. la) QQ' rinlerscction du giaiid ccrdc 
QAQ' conipreuanl U tangente AT au point de départ A de 
la ligue géodésique, avec le méridien QA^Q' correspondaiU 
ftoe. point, dont le plan contiendrait la courbe si le spbé^ 
roliiiieétait de révolution % "BFf Taxe de la-Terre; ^, b\ A! le« 
projections respeclives de E sur le plan QAQ', de ce même 
point et de A sur le mérîden ; â'^ Tangle AOA'; Fanglc 
compris sous les rayons qui joignciiL Ji .s puinis !> et // au 
centre a' l'angle PO^'; «, d continueront à représenter 
Tanglc AOB-et Tangleau canire corFcspondani à 6i&. 

L'angle compris sous leS' plans des grands cercles QAiQ^, 
Q A' Q' étant de Tordre de tt, Tun deces gran4s cercles peut 
être considéré comme la projection de l'autre sur son plan. 
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formules (8), (9), (10) supposant seblément que la 
courbe s-ëloigue pei;i du. j>lau,:^Ox de la Jig. 1 1 , peuVenl 
recevoir leur ^ippHcà'tion réialWemeDt au plan QA'Q' et à 

la droite Al^ piise pour ax<j des il sufHi a dV rtniiplacer 
a par a' et ^^^^^-.4', ^ dc;vicjit,aJlMrs I4 çplaùt^de du poiat 
V rju^jg^iû jîomprîs sous les méridiens correspondants, ativ 
points A B ou la didérence de longitude de çes deu^ 
points, et o Tanglc formé par la tangente en B à la ligne 
géodésique avec le méridien correspondant. 

Le» loi mules (8 ) ilonueiil, en remarquant que af' — a est 



[S'] 



, , fin , du 



La fonnnle (9) d<ivîenC 

Les arcs hl/^ a(^— ï) et AA' éum prpportiolmels k 
leurs distances, à QQ^, on aura 

la) 3 = â^^ sin + a) = cosa, 

et Ton pourra prendre = ^^'^ ^ 



En a0e€4aQilu djs Tiociiec i les dérivées partielles ^m se 
rap|iorlenl m point A de la surface, la condition Vs=<i 
retalivjç i ce peint doime 

■.- • '•=(â.).' ' 

et par suite 
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La formule (lo) devient 
(lo') cr — vcoa^» — — =sVco«i> — — . 

Supposons que la diiTérence de latitude des points A, B, 
égale à — a, aux termes du second ordre près, soit assez 
faible pour que l'on puisse en négliger le carré , Téqua- 
tton (a) donne 

-7— = — — anaai = -7 «oi« 

aa dot. aa 

D*après la formule de Taylor limité aux tenue» du pré- 
mier ordre, et en remarquant que =0 pour le point 

et que réquatîon (5) donne {^^^ = (^$^ ' 

Les formules (9) et (10), eu égard à la valeur (/S) de^,, 
donnent donc enfin 

. / V cos^ = o 

(i4) « oa, aux termes du sscond degré près, 

étant la colatitude du point A. 

On voit ainsi que par Tobservation seule, et indépen- 
damment de la connaissance de la figure de la Terre, on 

pt'ut déterminer la longilude des extrémités de l'arc me- 
suré^ et si la valeur trouvée pour F angle u est telle, qu'on 
ne puisse pas Tattribuer aux erreurs d'observation, on sera 
certain que la Terre nVst pas un sphéroïde de révolution. 

L*équation (9'') donne, en remarquant que à est du 
second ordre en a. 
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et Ton a encore lès relations suivantes, en ayant ^ard anx 
formules (i3) et (i4) : 

^ ..I ^ . I 
O:=Sg0E0Ot^,s= - COt^j;,, 

L'observation de tl^i, s permettra donc de déterminer ^* 

La longueur de l'arc Al) sera doiiuée par la seconde des 
formules (i), dans laquelle il faudra exprimer a en fonc- 
tion des latitudes des deux extrémités de Tare. Or a est la 
diflérence des valeurs de a' oorrespondant aux deux points A 
et B; il vient donc, d'après la seconde formule (8^), 

«=+-*.-(^) + (^)=*-*.-(^).« 

ou 

- *-*'=[-(-9)j.- 

Le rayon de courbure de la ligne géodésique au point A 
étant, d'après la formule (7), 

'■"[-iw)} • 

il vient 

et le, „,esu.os géodcsi^ue. donnerout pa. cela .è„.e 1 

a' Cas. — La tangente où point de départ est normale 
au méridien correspondant» — Soient (Jig, i3) : 

ZPPTaxe de la Terre ^ 

PKP' le méfidien céleste du point de départ A de la ligne 
géodésique, lequel est perpendiculaire au plan mené 
suivant la tangente AT en A et le point O; 

OKx' rinterseclion de ces deux plans 
/ l'angle AOK qui est de Tordre de u ^ 

17 
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X l'aiiglc POK qui ue diilère de la colaiilude (fit du point A 

que d'une quantité du même ordre ; 
OX, Ox' les pcrpendîca) aires à OZ et Ox'dans le plan 

dttméridi«*n; . 

OY la perpendiculaire en O à ce dernier. 

Comme au numéro précédent, dont nous conserverons 
les autres notations, pou9 supposerons Taxe Ox dirigé sui- 
vant OA; Oy sera la perpendiculaire à Ox dans le pinn AOT 
auquel Os sera liii-mème normal. L'accélération, supposée 
transportée parallèlement à elle au point O, a pour com- 
posantes, en se rappelant que P et M sont du premier oixlre, 

I ' r 

R cos [ tt + y ) ^ P sin ( « 4- 7 ) 
=^R(cosoc —78Îna) — Psîna stiivantOx', 

(a) 'é Rsin(a -f- 7)4- P cos (a -h y) 

= R(sina 4- ycosa)-i- Pcosa = Y. . . • suivant OY, 

JBJ-hU suivant Ozf, 

et, par suite, 

/ [Rcos(a + 7)-.-Ptin(« + 7)l 

\ XsinX — + M) CiisXsX* |ui?aiitaXy 

^ [Rcos(a -h 7) — Psîn(flt4-7)] 
XcosX4-(B.5 4- M)sinX=Z. suivant OZ. 

Si Ton remarque que Taccélération totale est égale à R 
aux termes du second ordre près, que dans des termes du 

premier ordre on peut remplacer A par ij/j, il vient, en se 
reportant aux é(jiialioiis (4), pour la colaiilude ^ d'un 
point quelconque B de la courl>p, 

cosf =:~==cosacosX — 1 7 — — 1 sinacosyi 
d'où, pour s=: Oy d = o, 

cosil'i = eosA — l -7- I > 



« 
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05). 

et eiiiio 

+ (S)] (5^).- 

Supposons^ que Tare AB soil assez petit pour que l'on 
puisse en négliger le cube dans les termes indcpeiidaDts de 

u, et le i arré tlans ceux qui dépendent de celle quaniiu' ; il 
vient, en remarquant que cos^' — cos!j;4= — sin^|((j/ — J;,), 

4_+.=5icot*,+ a|[, - (S)]cot+.- {-^Jj)]^ 

expression dans laquelle il faudra remplacer 7 par sa valeur 
en fonction des coordonnées du point A, et que nous irou- 

Vfioiis plus loin. 

En continuant à appeler V l'angic funné par le mcridieu 
du point B avec celui PKP' du point A, on a 

Y R(sina -h 7rosa}-4- Pcosa 

UngV=-~==^; 



sin a 4- 7 cosa — 1^7") 



cosai 



sinX— ^7 — si» sin * — — cos+, 
G>mmc pour a = o, on a V ssl,o, il vient 



et, par suite, 

(.6) 4,_^,. = ï:coiJ,.-«(^). 

Si Ton remarque que ^j^^^ ^ inrme vaUuu dans le 



'7 
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cas actuel que dans le précédent, puisque pour passer de 
l'un à l'autre, aux environs du point A, il suffît de per- 
muter les variables a et d l'une dans Tautre, la formule {g") 
permet de trandbrmer réquation (i6) dans la suivante 



a' 



2 



L'angle a étant déterminé par la relation Vch^ 

servaiion donnant ^, ^i, on voit que Ton a un aiitre moyeu 
'dç déterminer Tangle a. 

Si) pour Tangle V, on adopte le même mode d*approii- 

mation que pour l angle »|< — on trouve 



tangV ou V:-_ /dt^\ 

OU 

M . -=Kî,[-Cë),-"»Mr:),]. . 

expression à laquelle on pourra ajouter pour plus d exacti- 
tude le terme en — ^?^ï relatif à I*liypothè«e de 

la Terre spliérique. 

Proposons -nous maintenant de déterminer Tangle II que 
forme la tangente en B avec le méridien correspondant. 

Supposons pour cela que dans les formules (a) et [b) éta- 
blieS|4>lus haut» K, M, P, X, Y, Z représenient non plus 
des composantes de l'accélération, mais celles de la vitesse. 
On a 





flu 


(la 


m 




é 








f(<X 
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et Ton voit facilement que 



<i(i-h«) 

Le sinus de V étant du premier ordre en il suffit de 
calculer Y en conserTant les termes de cet ordre en « et 
on peut d'ailleurs négliger M qui, pour le point A, est. du 
second ordre. On a ainsi, Ui étant la valeur de u pour le 
point A| ^ 

Zs=S'--^(i4- ir,)acosX = *^aa j^cos\J/, — sin4'ij(i H- «i), 

X=rZ.UiigX= — aa |^sin4>i — cosij^ij (i -H Ut), 

T=fl(i4-tt,), 

et, en substituant, 

(.8) n=..o.+,[. + (^)_^_ (J^) cotf]. 

Des équations (17) et (18) ou tire, par réiimiualion de 

(£).' ■ ' 

et les mesures géodésiques feront aipsi connaître le rayon 
de courbure p" en A donné par 



Soit 9 Tangle formé avec le plan méridien par une section 
quelcooque normale à la surface passant par le point A, p le 
rayon de courbure correspondant; on aura, d*après la 
théorie de la courbure des surfaces^ 



a fi . fi . 2H 
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fornuilu au moyen de Ia(|ut.lle oii duiermînera l'qricaUiioli 
des deux sections principales de la surface. 

Nous nous horuerons h exposer ces recherches théoriques^ 
pour Vapplication que l'on peut faire de ces formules aux 
résultais des mesures gcodësîques, nous renTerrons aux 
œuvres mêmes de Laplace, où sont discutées la majeure 
partie des mesures exécutées jusqu^à présent. Qli'H nous 
suffise de dire que ces mesures n*ont pas accusé de diffé- 
rences sensibles entre la forme de la Terre et Fellipsoïde de 
révolution^ ou que robaervatîon^ki^a pa« donné de valeurs 
appréciables pour les angles que nous avons appelés Y, 17« ir. 

En considérant un ellipsoïde de révolution 'peu aplati on 
est conduit pour la longueur de l'arc du méridien, le rayon 
de courbure, etc., à des expressions dont la recherche est 
trop simple pour trouver place ici. 
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CHAPITRE VL 

DE LA FIOURB Dl!» MASSES GAZEUSES QUI 

ENVIUONNENT LES COUPS CÉLESTES. 



J I. — Des atmosphères dls coRPi» céleste^î. 

r » 

' 117* L'atmosphère d'dn fx>rps cékste est une masse ga* 

seuse qui Fcnvironne el qui s'appuie sur sa surface en rai- 

sua lie 1 aiuactioa qu'il esorce SUT les difi^reuU élémeuls 
de cette ma^se. 

- Les couches atmospliëriijuéa participent au mouvement 
de rotation de Fastre quelles recouvrent» en vertu des 
frottements qu^elles exercent lés unes contre les autres^ et 

contre la surface du corps, et qui, dès l'origine, ont dû re- 
tarder les mouvemcuts les plus rapides et accélérer les plus 
lents, jusqu'à ce qu^l y ait eu entre eux une parfaite égalité. 

La farbfe denfèité d'une almosphèrc permet de négliger 
Tatiraction mutuelle de ses propres molécules, et l'on peut 
de même faire absuactiun de rcxccnlricitc du splicroïde 
qu^elle recouvre, et auquel nous supposerons par consé- 
quent la forme sphériqoe. 

- Il est clair qu'une atmosphère affecterait itne forme per- 
manente, si ses différentes particules n'étaient sollicitées 

que par la foi cc ccnlrifu'ife cl ratlraclion du sphéroïde. Mais 
cette hypoihesc, la seule étudiée par Laplacc, n'est guère 
admissible que pour ratmosphère solaire; c'est pourquoi 
nous envisagerons, avec M. Ë. Roche à qui est due toute 

la substance de ce chapitre (^), la question à un point de 

, ... 

(*) Annalrs de l'Obsei ^'aloue, l. V. — Uvnioties de VAcaàémie des Sciences 
de MontpeUicr, t. Il et IV. — fiom^Ut» recherches sur ta fgurc des atmosfih^reâ 
des corps célestes, tSGo. 



biyiiizeo by Google 



a64 TRAITÉ ÉLÊlUttTAlRB 

vii« plus général, en supposant la masse attirée par un 

asti c qui LU L'st lori cloii,^né, et cloat le centre est situé dans 
le pian de 1 équateur du sphéroïde. En dehors des cas par- 
ticuliers où Tattraclion extérieure est négligeable, et où le 
mouvement du centre de gravité de Tastre extérieur se ré- 
> duit à une rotation idendque h celle du sphéroïde autour 
de son axe, cas pour lesfjuels l'auiiosplièj e aiii a une forme 
permanente, la figure de la masse fluide subira des variations 
dues À Faction variable de Fastre extérieur et périodique 
avec elle; mais alors nous nous projposerona de déterminer 
la figure d'équilibre de Tatmosphère qui conviendrait h 
clia(|iîe position du même astre. En supposant la relation 
nulle, ou se trouvera dans les conditions d'une comète ayant 
un simple mouvement de translation autour du Soleil.. 

118. Équation générale des surfaces de niveau. — 
Soient {Jig, i4) : 

M la massedtt spîbéroïde; 

/2 sa vitesse angulaire de rotapouj 
^ O son centre de gravité; 

r la diatance à ce centre d'une molécule m de son atmo- 
sphère; ^ 

d Tangle formé par r avec l'axe de rotation Ois; 

M' la masse de l'astre extérieur dont le ceiiLie de ^lavlié, 
que nous désignerons par la même lettre, est situé ^\k\ 
une perpendiculaire QxkOz\ 

a la distance OM'i 

Oj la perpendictdaire en O au plan «Ox; 

^ l'angle formé avec Oa: par la projection On de Oin sur 

leplanjrOx; 
^x^y^ z les coordonnées du point m. 

La partie du potentiel, due à l'attrACtion du sphéroïde et 

à la force centrifuge, est 

M «V 
— 1_ 

r ^ a 
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L'accéléraliou imprimée par M' au centre de gravilc Je M 

est 8Î l*on ▼eut apprécier les piienomènes qui se passent 

à la sorfacedu sphéroïde, il faut concevoir qu'on lui im- 
prime, ainsi qa*à son atmosphère, une accélération iransla- 

M' 

loire égale el contraire à ^9 de manière à ramener le pointO 

au repos. H suit de là que le point oiatérid. m doit être cou- 

M' M' 

sidéré comiBe possédant les deux accélérations — ^1 

dirigées resp^li? ement suivant Ox et m M', et par consé*- 
qnent la partie du potentiel résultant de Tattraction de M'est 

Cela posé, désignous par 0 Tau^le mOx \ ou a 

d^ssrcos^y 

et, eu supposant - assez petit pour que roii puisse ca négli- 
ger les puissances supérieures à la seconde. 



=»- IH h — 3cos»^— i)|f 

et, p^r suite, 

= r=: — I r(3co»»^ — Or 

On obtiendra -Féquati on générale des surfaces de niveau 
en faisant la somme des deux parties du potentiel que nous 
venons de trouver, et égalant le résultat obtenu à une 
constante arbitiaire C, ce qui donne, en remarquant que 
cos^sssindcos^i, 

M' ^ MV M «»r»sin»Ô ^ 
_ -H —T (Ssin'IOcos»^» — 1) +. : = c. 
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Soient ; 

TJa durée de la révoîntion de M' autour du point O: 

c la duicc d uue révoluùoa de M autour de Oz. 

Ona 

et, d'après la uroisièmo io.i do Képler, 

et, en posant 
il vietit 

(2) 



et, pour réquatioti des surfaces de niveau, 

(3) ^(3«n»eco.'*-i) + îfi+7(H-riî:l^ = C. 

Celle équalioa, exprimée eu coordounécb n cUiigulaii es, uu 

montre, eonformément à ce que Ton devait prévoir, que 
Jes surfaces de niveau sont symétriques par- rapport aax 
plans coordoni>ës, qtiMles ne deviennent de 'révolution 

autour de Oz que si M' n'existe pas ou (tue = oc , et au- 
tour de Ox que lorsqu il u'y a pas de rolaiion. 

119. De la surface libre de Vatniosphère, — î /atmo- 
sphère d'un corps ccieile ue peut s étendre indetiiiiment, 
et doit être limitée par la surface au delà de laquelle les 
molécules cessent de peser sur le sphéit^ïdCi L*cquaiioD 
de cette surface s'obtiendra en égalant a zéro la composante 
suivant / de la lésultaule des furces tpii sullieiieul un<i 
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DE MteAHIQUE CÉLESTE. 267 

molëcuie, ou la dérivée du poteniici V, ou du premier 

membre de i'équatiou (3)^ ou trouve ainsi 

et Ton diHi avoir pour tout point intérieur k cette sorfacc, 

dr 

(6) -(3siû»ôcos'4»-i}-f5-f.v(H-|*)^<o. 



OU appartenant réellement à Tatmosphère, -y ou' 



On s'assnrera facilement que la'fiurface limite est symé- 
trique par rapport aux plans coordonnés, et qu^elle est de 

révoluiioii dans les im^uies coudilioiiâ c^uo les suiiaces Je 
niveau. 

En ^lant à zéro les dérivées partielles — ^ pour 

obtenir les directions pour lesquelles r est un minimum, 
on troute que ces directions sont celles des trors axes coor- 
donnés ; les faleurs correspondantes de r sont don liées par 

m 

r*= !-7 suivant Ox, 

r'» suivant Or, 

r''»=s — fmf* suivant Ot, 

Ainsi la surface ne coupe pas Taxe Oz^ ni Taxe Ojr si 
7.(1 + fx) >> I , et, dans tous l$a cas le rayon minimum est 
dirigé suivant 0-z. 

Il faut remarquer que, pour que - soit toujours une petite 



fraction, il faut qu'il en soit de même de -r — — y — -ri 

^ n -f- y i l -h il) 

condition qui sera toujours remplie dans les applieaiions 
que nous fèrons des formules précédentes, soit parce qne fx 
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esl très-petit pour les comètes» soit parce que / est trés- 
grand quand îl s'agit du SoleO. 

iâO. Discussion des surfaces de niveau intérieures à 
la surface Uniiie. — L'équation (3) clouue 

r* 

et comme le dénomioalenr est po&iLïf, d'après la coiidi- 

lioa (6), ^ est positif. Ainsi le rayon vecteur au^meuLc 

af ec quel que soit if' ou Tasimut , or «Haut de'^Fëqua- 
leur au pôle. L'axe des pôles est par $uite le plus petit des 
trois axes. 

Si ^ augoiente de 9 à -9 j9 ratant cousuut^ le dèooai- 

uateur de ^ aimiuue et son oumerateur augmqutc, par 

suite ^ dimiuue^ d'où il suit que l'axe dirigé ver:» le corps 

troublant est le pins grand. 

Tous les rayons étant (ims, La surface est fermée, et, 
comme chacun d'eux est inférieur au rayon minimum de la 
surface limite, on s» 

V2-t-7(i +<t) . • • 

. ' L'équalion (3) peut se mcilre sous la ioviuo 
[3 cosij» -f- V ( I + fAj]sin'Q — i 



et lie douuc,.pour cliaqac valeur de C, (|u une scuic valeur 
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DE MÉCAKIQljE CÉLESTE. 'àG^ 

positive de r, «i la condiiion (6) est remplie ou si 



a II y- > 

V [3cos»i|»^y(i4-(A)]siii»0 — i' 



en d'autres termes, l'atmosphère n'a qu'âne seule Jtgure 
possible d* équilibre. Car si Téquation ci-dessiis avait deux 
l^acines positives a.^ la troisième étant — (a -f- ^) serait, « 
d'après Tinégalité prëo^nte, inférieure en valeur abso- 
lue à 



un 



\/[3cos'+-+-7{i 



Le produit des trois racines serait donc inférieur à 

[3 cos»i|» Hh 7 (n- /ji)]sin*C — i 

tandis qu'il devrait être ^al à cette expression qui est le 
dernier ternie de Téquation en r. Cette équation ne pent 

donc avoir qu une seule racine positive. 

Soient R, R', R'^les valeurs de / correspondant aux direc- 
tions Ox^ OjT'i Oz\ on a ' ( > 

R''<R'<R, 
' et Téquation (3) donne 

— +CR'-.2|» = o, 

(9) . { [i-7(i + p)l-^ + CR — 2/* = o, 

d^où, par Félimination dé C, 

^'^^ ■ir-*-[-ir-+-2-^7(«'HriJ^-^ = o, 

(i i) [i -7(1 ^ [-|rr +2+7(1 H-riJ j^-f- =o. 
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A Taidc do Ces â|ualions, on peul faire voir que les couches 
de nwcau^ sensiblement sphériques vers le centre, vont en 
s'aplatissant vers les péhs, et en s'aliongeant flans la 
diréetion de l'astre fxtMeur^ à mesuré que Von s^jéloigfie 
de ce point, 
£q effbt,,cu postât 



réquation (lo) donne- 

(12) «= ^ — 

d'où 

et oette dérivée est positive puisque i'<^ij ainsi déjà ^ 

augmenté avec dans le voisinage du centre^ u étant très- 

grand) ~ est très-petit, et ^ reste seuûblemcnt oonstani 

et égal à l'unité. 
Posant 

l'équation (t i) donne 
d'où 



du lit + 2 -t- 7 (1 H- fi) -h 3 [1 — 7 (14- 

Pour démontrer que cette dérivée est positive^ il nous 
suffit d'examiner le cas où i<— ^(i + fi) = o)]a condition 

u ^ o exige que 

7 (I 4- (i) — I 
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d'où ii soi i que 

a « -H a 4- 7 ( 1 4- p y -h 3 1 1 — 7 ( 1 4- i* ) ] « 
est plus grand que 

2a 4- ^ 7 (i — f*} — 3 [2 + 7 (i -|- f*)] =p :i[i< — 2 — 7 (i -i- ^)], 

qui e«t me ^uttitité positive en vertu de Hn^alîté (8). 

R R 
Ainsi donc ^ croit avec Rj et on verrait, comme pour 

que, vers le centre, ce rapport est sensibleraeut égal à 
Tunilé. 

421 . Discussion de la surface libre d'une atmosphère. 
— ^'ous ai^^elierons êurjae^ libi^ de l'atmosphère, la plus 
grande des surfaces de niveau fermées, celle qui atteint la 
surface limite. C'est à la surface libre que se termine Tat- 
mosphèrc quand elle s'étend aussi loin que possible, mais 
elle peut se terminer à une autre suiface de niveau inté- 
rieure. 

Pour trouver la valeur de la constante C, qui correspond 
à la surface libre, il suffît d'exprimer que son demi -grand 
^ axe R est égal au plus petit rayon de la surface limite (i ^ 9), 
ou que 

■ («5) RsBaiV— r 

Portant c(Hle¥aIflardans la troisième des équations (9), 
on trouve 

- (.6) Ca=:3,. <m C=3p»iî±5î^. 

Pour calculer les rapports des axes aîl, i>R\ 2 H de la 
surface libre, il suffit de remplacer R' par la valeur ci-dessus 
dans les équations (la) et (14) qui donnent 

(17) 4- 3 ['2 4- 7(1 -h fx)] p - 2 [7. H- 7 (i -H i^)] = Oy 

(18) li-7(H-p)]«i'^H-3[2 -f-7(i-^f*)J«' — 2[-;i-h7(H-|t)]=po 
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De la première on lire 

* ■ ^ . 

M étant inférieur II l*vi^îtë, ces dérivées sont constamment 

positives, et croît avec y et /x. Le minimum de i^, coires- 
poudant à = o, y = o, est donué par réquation 

<^ -h — 4 = 

qui n'a qu*nnc seule racine réelle doni la valeur approchée 
est 0,626. Le maximum (le qui a lieu pour^soo , ysoo , 

681^=0,667, Cl Tua voit ainsi que, dans tous les cas, 

~ dii^ère peu de ^* Lorsque ^ et y seront donnés, on pourra 

toujours calculer le i apport au moyen de requalion (17), 
et il n'y aura pas d'incertitude, puisque celte équation a 
deux racines imaginaires et une racine réelle comprise entre 
' 0,636 et 6,667* 

L'éqnatîon (18) donne 

i8i»*(i — «») * rfy i8«'*(i — w) ' 

cl, conirae iv <[^i , les deux dérivées sont posiilves et iv croit 
avec ntty. Le miuimum de iv, correspondant à /x = o, 
y rs o, est donné par la même équation qùe celui de et 
est approximativement ^al à o, 6a6. Son maximum^ cor* 
respoudant i ^ =r 00 , y = qo , dépendra de Téqualion 

(w — 1)' (w H- 2)*= — +• 2 s= O, 

ou sera égal k Tunité. Le rapport de Taxe moyen ne pourra 

donc varier qu*enlre 0,626 et Funilé, limites entre les- 
quelles se trouvera comprise Tunique racine réelle de 1 é(pia- 
tion (18) correspondant à des valeurs données de fi et y, 
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si I — 7(i + f^)!>o; dans le cas contraire celte équation a 

une racine négative, une racine positive plus grande que i, 
et une autre racine c omprise cuire 0,626 et i, qui convien- 
dra seule à la question, 

L'^uation (4) donne, en snlisti tuant à C sa valeur 

relative k la surface libre, et en y remplaçant X par 

^ >^ R, de manière à placer rorigine à Tuu des sommets 
situés sur Ox, 

Il est facile de s'assurer que, pour la nouvelle origine, les 

trois dérivées partielles du premier membre de cette équa- 
tion, que nous dési;;iierotis par F pour abréger, sont nulles; 
qu il y a, par^ suite, en ce point une infinité de plans tan- 
gents dont l'cqualion de Tenveloppe est 

fd'V\ /d'F\ . 

d*0Û, en remplaçant F par sa valeur, 

(19) [3 + 7 (i-h — 3 [a 4- 7 t» -H I*)]*' -H 3/» = o, 

équation d*un cône du second degré qui est de révolutiou 
autour de Ox lorsque ^ = o. Ën vertu de la symétrie, 
l'autre extrémité du grand axe jouit de la même propriété. 

i 22. Des surfaces de hiyeau extérieures à la surfacelibre, 
— Examinons maintenant ce que deviennent les surfaces de 

niveau au delà de la ^auriaee libre. La troisième des équa- 

18 
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lions (9) dolUiQ 

afi + (a-h7{i-*-f»)J--T- 
C = ^ , 

^ C - * f ^ ^ y (* )J 
55^ R* • 

et Ton voit que les surfaces de niveau qui coupent l'axe Qj: 
à des distances croissantes depuis R = o jusqu'à la va- 
leur (i5) correspondant à la surface libre, répondent elles- 
mêmes à des valeurs de G décroissantes depuis rinfiuî jus- 

qu a la valeur (i6). 

En supposanl que C aille encore en décroissanl à partir de 
celle limite, on aura des surfaces de niveau ei^térieiires à 
la surface libre, qui couperont la surface limite, mais 'qui 
ne rencontreront plus Taxe Ojr, puisque alors R devient 
imaginaire. Les courbes d*inierseclion de Tune de ces sur- 
faces de niveau avec la surface lîmiie satisferont à la con^ 
.diiion 

obtenue en retranchant de réqualion (3) Téqualion (5) 
multipliée par r. 

Diilereniiant Péqoation (3) par rapport à r, en laissant 
$el^ constaiits, il vient 

et, en éliminant Bét^ux moyen de la même équation, 

dr r 
dC 



Tant que cette dérivée anra nne valeur 6nîe, deux sniiaces 
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conséeutives, rvpondMit rax ▼«leori C«4-ijC de la 
constante, différeront infiniment peu. Mais, dans le voisi» 

nage de la courbe anîvant laquelle une surface de niveau 

traverse la surface libre» d'après la ionniile C'^)? ^ devient 
infini 4 

En considéraot la surface libre^ puis, la surface <lc ni- 
veau oorrespondaBt à une valeur un peu moindre de C, on 
reconnaîtra que cette dernière enveloppe la précédente, 

qu'elle en ditlcre inCnimcul pt^u jusfjue Jans le voisinagu 
de Taxe Ox, mais qu^au lieu de couper cet axe comme la 
surface libre, elle s'arrête avant de Tatleindre, devient tan^ 
genté aux rayons vecteurs partant du point O» et s'éloigne 
ensuite indéfinimeut. 

123* Cas oà fi^=oo , — jippîieation à l'atmosphère 
solaire.'^Ce cas est celui de l'atmosphère du Soleil, attendu 

que raiiractioii des planèlessur un point de celte atmosphère 
est négligeable par rapport à ctllc du jioyau solaire, soit en 
raison de la petitesse relative de leurs masses, soit par suite 
de leur éloignonent de la-masse qu'elles attirent* 
L'équaiiou des surfaces de niveau devient, dans oecas, ^ 

r . a* 

et y est donné par 

a désignant le rapport de la force centrifuge h la pesanteur 
60US i équalçur, à une distance du cchtre égale à runité. 

lies surfaces deniveausont de révolution autour de Taxe 
de rotation du Soleil, oequi est visible à priori^ 

On trouve soit directement, soit en parlant des équa-* 
tiens (9), 

18. 
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et raplatissement des oondiet de myeau croit aimsi av«c la 
dUunœ an centre. 

L'équatioti de la surface limite devient 

et celle de la surface libre 

r 

dont les deux deini-axes ont pour longueurs 

L'ëqnatîon (19) des lîeux géométriques des plans tauijenis 
au sommet du grand axe de la surface libre devient 

et représente deux plans faisant entre eux un angle de 

1 20 degiLa. La surface étaul de révolution, elle possède dans 
le plan de Téquaieur une arête saillante qui n'est autre 
cbose que rinterseclion de la portion fermée d^ la surface, 
avec ses deux nappes infinies. 

La section faite par un plan passant par Faxe du Soleil 

donnt; une ii^ure analogue a la /?^. i5 dan^ laquelle L, L' re- 
prébeuleut les deux nappes de la surface limite, S la surface 
libre, Sj une surface de niveau intérieure, S« une surface 
de niveau extérieure à S. 8i, par suite d'une certaine in- 
fluence, le fluide atmosphérique enveloppant le Soleil dé- 
passe la surface libre, il s'écoulera daiis îe plan de Téqua- 
teur par Vouverture que présenient^ daus cette légion, les 
surfaces de niveau Sx, y formera une sorte d'anneau cir- 
culant encore autour du Soleil, mais qui sera . déabrtnais 
indépendant de Tatmosphère. Cet efiet se produira, par 
exemple, si le noyau solaire eu se refroidissant éprouve une 
contraction, d'où une réduction dans le moment d'inertie 
et uue augmentation dans la vitesse angulaire; car, ce aug- 
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menUni et R dimînuanti la aurÛM» libre se rétrécit en 
restant semblable à elle-même^ et tout le Aaide qui se trouve 
en dehors s'échappe ainsi qu*on vient de le dire. 

La malièi r cjui nous i i'fléchit la lumière zodiacale ne peut 
pas être considérée comme faisant partie de l'atmosphère 
solaire^ car elle aÛ'ecte la forme d'une lentille très-àplatié 
dont Taréte vive se trouve dans le plan de Té^^ateur, tandis 
' que, d'après ce que nous avons vu plus haut, le rapport du 
petit axe au grand axe de l'atmoispLère solaire ne peut pas 

être inférieur à D'autre part, les valeurs trouvées pour 

R, R" montrent que cette atmosphère ne peut pas s'étendre 
jusqti'à l'orbite d une planète qui circulerait autour du 
Soleil danrun temps égal Â celui de la rotation de Cet astre, 

c cst-à-dire à îi5 | jours; elle est donc fort loin d\itieindre 
les orbes de Mercure et de Vénus, tandis que la lumière 
zodiacale s'étend beaucoup au delà. Il y a donc tout lu;u de 
croire que le fluide zodiacal circule autour du Soleil sui- 
vant les mêmes lois que les planèles^ et que c'est pour cette 
cause qu'il u oppose qu'une résistance insensible à leurs 
mouvements. 

124. Cas où y:=z i, — Application à la Lune, — Ce 
cas est celui pour lequel le mouvement de rotation de l'at- 
mosphère s'exécute dans le même temps que celui de la 
révolution de Tastre extérieur, et Faimosphêre aura une 
iigure permanente d'équilibre si a est constant comme nons 
le supposerons dorénavant. C est ce qui aurait lieu notam- 
ment : I** pour ratmospbère lunaire, si elle existait, sou- 
mise à l'actiou perturbatrice de la Terre à laquelle elle 
présente toujours la même face \ pour une comète, dans 
le voisinage de son périhélie. 

Ou a, pour Téquâtiou des surfaces de niveau, 

^ (asin'ô cos'4»— i) 4- ^ + 1^ (i -h f*)5in'Ô^=: C, 
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et pou r cel le de la s u i iace limite, 

■ 

Les couches atmospbérîqttes sont sensîMemeot tphërîques 

vers le centre, et à mesure que Ton s'en éloigne, elles vont 
en s'aplatîssant aux pôles et en s allongeant dans la direc- 
tion du corps extérieur. 

La formulç (16) donne pour la valeur de le coaslante 
correspondant à la surface libre, 

1 * 
fi 

et la fofmnle (i5) pour son demi-grand a^, 

en négligeant la peilie fraction ^ devant trois unités. 
La masse de la Lune rapporté à celle de la Terre étant 

^=:^,ona 

Ras 0,060, 

soit environ g de a, el l'on voit ainsi qu'une atmosplière 

amour de la Lune né pourrait pas s*étendre an delà de la 
cinquième partie de t^a distance h la Terre* 

On trouvera facilement, en supposant infiniment petite 

ç=o,638, ^ = 5, 

d'où 

R=i,5G7R", R'=ri,o45R% 

et, pour Féquation du c6ne enveloppe des plana tangent» 

aux sommets de la surface libre, 

4^ — ^ar^-j- 3/'= o# 
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bî le iluide atmosphérique se trouve eu excès, on recon- 
naitrsy en employant un raisonnemeot analogue à celui dn 
numéro précédent, que Pécoulement aura Heu par les deux 

pointes opposées que présente la surface libre, suivant la 
direclioa de son grand axe. 

125* Cas oà VatîTio'iphère na pas dd rotation ^ on de 
y=3 0* Nous supposerons do plus p très-petit, «t noua 
nous trouverons dans les conditions d'une comète n*ayaxi< 
qu*un mouvement de translation rectilîgne vers le Soleil. 

On a, pour Téquation des surfaces de niveau, 

r 

5(3co«^*-i) + îe = C 

et pour celle de la suifacc limite, 

t 

Ces surfaces qui sont de révolution autour de Ox ont u« 
cône asymptote commun représenté par 

3 coî-tî — 1 = 0, 

d'où 

54*44' j'4-*'=2.c'. 

£nfin on trouve iaeilement, pour la surfaec libre, 

■ a 

f où 
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et enfin que le cône, lieu géométrique des tangeiUes aux 
extrémités de Taxe 2R est identique au cône asymptotique 
ci«de8Stt8 (vojrez la Jig. 16) ^ ^ 

t 

lâ6. jipplication aux phénomènes coméiaires, Une 
comète, pendant une ^andé partie de son trajet, marche 

presque en ligne droite vers le Soleil, et dcci il au coutivilie 
dans le voisinage du périhélie un arc sensiblement circu- 
laire. Dans Tun et l'autre cas, ie demi-axe de la suriace 
libre sera donné par (124 et 125) 

y étant nul dans la première liypoihèse et égal à Tunilé 
dans la seconde* Il est probable que rallongement suivant 
la direction du Soleil tend à régler Torientation de la' co- 
mète de manière qu'elle présente constamment la même 
face au Soleil, par assimiiaiion avec ce qui a lieu pour la 
Lune, comme nous le verrons plus loin. 

Quand la comète s'approche du Soleil^ son fluide aimo«- 
sphérique, soits Tinfluencé de la quantité de chaleur quMl 
reçoit, se dilate progressivement, en même temps que le» 
dimensions de la surface libre diminuent avec la distance • 
au Soleil. Pour ces deux motifs, le fluide atmosphérique 
doit s^échapper soUs la forme de gerbes ou de queues vers , 
les sommets da grand axe. Après le passage aii périhélici 
a augmente; la seconde cause de la production des queues 
n'exiâUnt pins, elles ne subsislmt qu'en laison de Tacou- 
mulation de la chaleur solaire et de la dilatation qui en 
résulte dans ^atmosphère. 

D'après cette théorie, robservation, an lieu d'acctiser une 
seule queue k l'opposé du Soleil, devrait constater Texis* 
tencc d une seconde queue symétrique de la précédente, ou 
dirigée vers cet astre, ce qui ne paraît jamais s être présenté. 
Il faut donc que le phénomène dépende d'autres causes que 
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de celle de la gravitation, el c'est ce qui a conduit M. Faje, 
au sujet de la comàie Doiialii à se demander si ÏQa ne 
pourrait pas se rendre compte des apparences par la con- 
sidération d^une force répulsive dont on attribuerait Tori- 

ginc aux radiations salaires, et qui aurait pour ellet de 
supprimer la sccoude queue. C est ce que nous allons main- 
tenant étudier avec M. Roche^ sans entrer en discussion au 
point de vue métaphysique sur la cause qui produit' cette 
force* 

§ II. — Des atmosphère» com^taihes daks l'hypothèse 

O'UHB FORCE RÉPULSIVE* 

127* Dans ,ce qui suit, nous couserverons les notations 
du paragraphe précédent, en y supposant ou 7 s= o. 
Nous admettrons que la force répulsive varie en raison in- 
verse du carré de la distance, qu elle est proportionnelle 

aux niasses, mais d'autant plus gratide que la densité du la 

matière sur laquelle elle agit est plus faible^ raccélération 

•M' 

qu^elle produit sur m peut donc se représenter par — ■ ^ 

{/îg. i4)î 9 étant un facteur qui varie en sens inverse 
de la densité de la matière ci-'dessusy et que Ton devra con- 
sidérer comme nul pour le noyau cométaire dont la den- 
sité est très-grande» 

Si la force répulsive agit avec la même intensité dans 
toute rétendue de ralmosphère, <f est constaut et le travail 

'élémentaire ■ — ■ dMm est une différentielle exacte : il 

Wm - 

n'en serait plus de même si <^ variait avec r et 05 mais 
alors le travail total des forces nY*tant plus une lonctioa 
des coordonnées, il n'y aurait plus de surfaces de uiveau 
et l'équilibre serait impossible; le problème proposé serait 
donc sans objet; c'est pourquoi nOQS supposerons doré- 
navant 9 constant. 
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V^S^^ ' Êqwition des surfaces de niveau et de la surface 
Hmite* L'équation des surfaces de aireau sera 

ott 

et, en remplaçant le coefficient de (i — tp) par la valeur 
approchée que uous avons trouvée au 118, 

d*oùTon déduit pour Téquation de la surface lîmiie 

et Fon aura pour les points de l'atmosphère intérieurs h 
cette surface 

(3) (.-,)i:(3co..*-.)~f.-î^<«. 

Les îiurfaccs de niveau et la surface limite étant de révo- 
lution autour de OXy la discussion devra uniquement por- 
ter sur une section méridienne qui sera si Vçm veut celle 
que détermine le .plan sOx* 

129» Discussion du mêndien limité, — Supposons dV 
bord ç < I , et soient (^^. 1 7) A', A les points oÂ la couHbe 

limite coupe Ox entre O et le Soleil , et de Tantre côté 
du point O ^ /'=OA', OA les valeurs de r déduites de 
l'équation (2) pour ^ z=: o, d = tt; on a . 

IA\ I 2(1— ç)r'*—^flr'*-- 1*11»=: o, 

équations qui u*Ottt chacune qu^une raciiic positive et qui 
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ce qui exige quo î^^r^ ou O A' OA. 
. On reconnaît facilement : que la courbe a deux asjmp- 

lOtes correspondant aux valeurs coso = =h et qui se 
coupent en un point C> situé entre O et A^, deiermiué par 



a" que les rayons vecteurs parallèles à ces asymptotes ne 
rencontrent pas la branche de courbe qui passe par le 
point A', mais qu'elles rencontrent Tautrc branche* 

En faisant croître <f jusqu'à l'unité, C s'éloîgnei îndéfi* 
mment dans la direction du Soleil) et la branche qui passe 

par A' disparaît. 

Si ^ est assex polît pour que Ton puisse en négliger le 
carré ou le produit par fi| les équations (4) donnent ap- 
ptotimatîveineat 



(5) 



r 



Dans le cas où 9, n^étant plus très-petit, va en croissant 

sans alteindrc ruaile, on voit sans peine (jiu; la racine po- 
sitive de la première équation (4) est supérieure à 



V 



quantité de Tordre a, c'est*à*dire très-grande par rapport 
aux dîtfieafiions de ratntosphère.eométaire* • 

La racine positive de la seconde équation (4) est infé* 



rieure 



^ ^ â /îl cl est très«sensiblemem égale à cette limite 

V ? ' 
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lorsque étant très-petit, 9 a une yaleur sensible. Il suit 
de là que, f augmentant, la branche pasàant par A' s'éloigne 
rapidement, et n'existe pour ainsi dire pliu en raison de 
son grand éloignement pour une valeur finie de (p. Mais du 

côté opposé il existe une branche qui est la limite atHOO- 
sphérique. 
Si 9= Téquation (2) devient 

et la ronrbc limite est formée d'une seule branche située à 
gauche de Oz^ ayant cet axe pour asymptote et coupant Ox 

a la distance a ^» . . 

Lorsque I9 la brandie limite de gaucbe subsiste 

seule, coupe Ox à la distance a et 0 r en deux points 
symétriques déterminés par 



Si N est le point où la branche de gauche est coupée par 

le rayon déûui par co8^ = — ^> ou a 



et comme 



OA 



v1- 



on voit que la droite AN reste parallèle à elle-même^ quel 
que soit ^4 

130. Discussion des lignes de ni^au.—» L*équation (1) 
peut se- mettre sous la forme ^ 

(6) (1— ç)r'(3cos*^— i) — 2fiiHcos^+ Sffttf's:: C/i*r. 
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Supposons d'abord ^ très-pelit et considérons les lignes de 
niveau qui passent par A el A!, La constante G se déter- 
minera en substituant pour r dans l'équation (a), selon le 
cas, Tune ou Tautre des râleurs approchées (15), respecti- 
vement daos les suppositions 9 ^ 0| et Ton trouve 
ainsi 

pour Téquation de la courbe qui passe par le point A, et 

•pour Téquation de k courbe qui passe par le point A'. 

Des combes représentées par les é(|uation8 (7) et (8), la 
seconde est extérieure à la première^ eu eilet deux courbes 
de niveau ne se coupent pas, et la seconde rencontre Oz k 
une plus grande distance du point O j car, en supposant 

âs=i^ etrsro dans T^uation (7) et J s= ~ et R sssB^ 

dans réquaiion (8), et relrancliaiit l'un de Tautre les ré- 
suluts obtenus, pu trouve 

La formé de ces courbes se déduit des deux théorèmes 
suivants : 

I® jdux points de rencontre de la courbe limite a\^ec 
une courbe de- niveau, celle-ci est tangente au txtj^on 
vecteur» 
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Car si T 8 C est l'équation des coul*bes de aiveau^ on a 

dr 

m 

et comme on a = o pour la courbe limite, T^est ÎDiinî* 

pour les points comniiiiis i ces deux UgiieS| ce qui dé- 

moulrc le ihcorème énoncé. 

a** Si l un de ces points de rencontre est sur l'axe Ox, 
il y passe deux branches de la courbe de niveau, et la 
surface correspondante y affecte la forme conique. 

Car, pour = o, d = la dérivée par rapport à d du 

dy 

premier membre de l'équation (i) est nulle ou ^ == et, 

, dV dr 

comme on a aussi — = o, ^ est indéterminé et le point 

considéré est double ou multiple. 

Il suit de là que la courbe de niveau {fig* i8) passant 
par le point A se partage en ce point en dèux brandies 
inCnies et est fermée entre A et A'; que la courbe de ni- 
veau passant jiar A'se bifurque de la même nianièi o en ce 
point, et s'ouvre à sa rencontre avec la courbe limlie 
en F) F', où elle est tangente aux rayons vecteurs OF, OP. 

Les surfaces de niveau correspondant à ces deux courbés 
sont : Tune fermée, sauf au point A, e'est la vraie surface 
libre; l'autre se transforme, au point conique A', eu une 
nappe illimitée, et s'entr^ouvie du côté opposé en F, F', 
pour s^étendre indéfiniment. Si ces deux surfaces ne sont 
pas trop éloignées Fune de l'autre, elles pourront contenir 
une coucliede niveau cnlrelenue par la dilatalioti cuulinue 
du fluide aiiiiospbérique, qui s'écoulera d une part dans 
la queue, par l ouverture F, F'^ et de 1 autre vers le Soleil^ 
par le point A'^ où il se formera ou jet secondaire ou 
aigrette. 
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Supposons mainlienaiit que 9, étant toujours inférieur 

à J'uniié, lie soit plus liès-pcUi^ ti après le numéro 

piécédeut^ 1 équation (6 ) doit être vétiQée par 0 = 9:, 

r= OA ^y^^' trouve aussi pour la courbe de 

niveau passant par le point A : 

Cette courbe coupe Ox en un point détenmné par Té- 

quatîon 

a (i — f ) r* — 2f 4^V^^ -f- a|fta*s=: Oy 

dout Taue de» deux racines positives est approumativc- 

ment , qui, étant très grande ^ se rapporte a une 

branche de courbe fort éloignée, dont .nous ne nons occu* 
perons pas \ IVitttre racTne cst^ aux quantités près de 

i'oidi e ^, 



r 



f:i détermine le point B (Ji^* ^ appelant D le grand 
axe OA -H OB, on a 



-.^4 A?* 



qui diminue quand f aiis^menie. 

La courbe reuconiro Os en un point C détermine par la 
valeur approxinutive 

Les Laxii^Lutcs au point double A sont données par 
cos*d =: ^9 d'où d s=: d= 54^ 44'. Les courbes de niveau 
extérieures a la surface libre sont convexes du cote du 
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Soleil, s^ottvrent à la rèncontre de la miriaee lirai le, où 

elles sont tangentes aux rayons vecteurs émanant du point O, 
de manière à donner naissance à uue queue unique située à 
Topposé du Soleil. 

On reconnaîtra sans peine que, lant qne 9 est très-petit, 
les lignes de nlvean ont des asymptotes parallties à cellet 
des courbes limites ; mais, dès que ^ prend une valeur finie, 
les asymptotes sont très-éloignées, et Ton peut dire qu'elles 

tt^existent plus ; les droites correspondant à oos*^= ^ coo- 

tîni^ent à définir la direction des branches infinies* 
Si f I , Véquation des courbes de niveau donne 



— C<i«±:v/C^i«H- i6a«'cosJ 

rs= ^— ~ — 9 

4COS0 

et, pour obtenir des courbes fermées, il faut prendre le signe 
supérieur du radical, puisqu'elles doivent couper les axes 
coordonnés, notamment G 2, à des distances finies de Xati* 
gine. Les intersections avec sont données par 



rs= ^ pourdsso, 

r = : — pour o = jr. 

Cette dernière valeur sera réelle, si ^ i6fta*j les 
courbes fermées répondent donc à des valeurs dti C décrois-^ 

santés depuis l'infini jusqu'à C=:^^» et poiu^ cette va< 
leur extrême on a 

ce qui caractérise la surface libre. 
Lorsque 9 > I, ou a paiement vers le point A uue ou- 
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veriure qvà est onique^ el qm peut donner naissance à une 
queue. 

Eu résumé, 1 hypothèse J uiil; force répulbivu uèi-pcLÏie 
sufiit pour expliquer la formation d'une queue el d'une 
aigrette; ma!s^ dès qu'elle devient comparable à Tattraction 
due àla gràTÎtâtion, Taigrette disparait, et il ne reste qu'une 
queue à Topposlte du Soleil. Les figures géométriques résul- 
tai! t de la théorie exposée cL-dcssus sont en (juelque sorte 
les esquisses des formes observées, el cei âccord esl d autant 
plus frappant que l'on a supposé Tatmosphère cométaire en 
équilibre, tandis qu'en réalité elle est en mouvement. 
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CHAPITRE VII. 

DES OSCILLATIONS DE LA MER 

Eï m vAjmsvuïùm. 

m 



^ I. — É^UATlOlfS GâKÉHALSS DES PETITES OSCILLATIOH» 

DE LA MEB. 

131 • Sous l'aciion du Soleil et de la Lune, la mer, en 
vertu de la différence des accélérations imprimées k cha» 
cuiie de ses molécules et au centre de la Terre, se met en 

mouvement relatif par rapport au noyau terrestre tournant 
autour de son axe, et sur lequel elle forme une couche dont 
l'épaisseur est une très-petite fraction de sçn rayon*. Les 
oscillations résultant de ce mouvement, connues s^us le 
nom flux et de reflux de ta mer, quoique très-sensible» 
dans.Irs jjoris de TOcéan, oiU cependant, comparaiivement 
aux dimensions de la Terre, une tiès-faible amplitude, en 
raison même de la faible intensité des forces qui les pro- 
duisent. Le, phénomène est d'ailleurs compliqué par Tin- 
fluence de Tinertie de «la mer, des forces apparentes dans 
Je mouvement relatif, de la variation de la pesanteur ré- 
sultant de la déformation variable de la figure de la couche 
liquide, des frottements,, des pertes de force vive dues 
aux inégalités que présente le fond de la mer, ou aux 
changements brusques de section de la masse fluide lors 
de son passage dans les canaux qui font comnfnniqner 
les ports avec la masse principale de l'Océan. C'est à ces 
pertes de force vive, dont il parait à peu près impossible de 
tenir compte dans les recherches .analytiques sur les ma- 
rées, que Ton doit attribuer le retard sensiblement con- 
stant pour chaque port, de la marée sur le passage au 
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méridien de la Luiie dont rinflnence sur la production du 
phénomène est easentieUement prédominalile sur celle du 
Soleil; on sait que ce retard a reçu le nom à^établissement 

de port. Quant aux frottements, comme il s*agit ici de 
mouvements très-lents, on peut, par assimilation avec les 
résultats jde nos observations sur les cours d^ean,. admettre 
qu'ils sont proportionnels à la simple vitesse ^ mais on en 
fait généralement abstraction dans les recherches analy- 
tiques sur les marées, recherches qui ne sont dès lors que 
de pures conceptions théoriques, ayant surtout pour objet 
de montrer Pénorme influence des réstistances que Ton 
néglige. 

Malgré ces simplifications, le problème des marées pré- 
sente de ti ès-gi andes dilllcuhéa qui u'out pu être surmon- 
lées que dans quelques cas parliculier.s, en se donnant à 
Tavance une loi de profondeurvquî ne peut être celle de la 
nature, et en remarquant que la partie des oscillations dé- 
pendant dé l'état primitif de la mer a dû bientôt £spa- 
raitre par suite des résistances que les eaux éprouvent dans 
leurs mouvements. De sorte que, sans Taction du Soleil et 
de la Lune, la mer serait depuis longtemps parvenue à un 
état d'équilibre permaneni dont ces deux aatr^s tendent 
sans cesse a Técarter. On n*a donc qn*à déterminer les oècil- 
lâtiuas qui en dépendent, coniorméiuent au principe sui- 
vant dû à Laplace : . 

« Létat d^un système de corps dans lequel les condi^ 
Uons initiales du mouvement ont disparu, par suite des 
résistances dév^eloppées dans le mouvement, est péiiodique 
comme les forces qui sollicitent le système, ». 

132. Équations des petites oscillations d'une coUche 
ftuidie recQwmmt un sphéroïde^ 

Nous avons vu que les couches de niveau de la mer et de 

l'atmosphère, supposées uniquement soumises à Taction de 
la gravité et de la force centrifuge, sont des ellipsoïdes de 
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révolulion, difleranl de la spbère de très-petites quantités, 
de Tordre même du carré de la vitesse angulaire de la 
Terr^ autour de son axe. ^ - 

Les attractions du Soleil et de la Lune, qomqtie. très'- 
faibles, troublent À chaque instant eel équilibre,' et déter* 
minent de petites oscillations clont nous nous proposons de 
trouver la loi. 

Soient (fig* ao) î ^ , ' 

O le centre de la Terre; 

« la vitesse aiigul ail e 5 

$ le complément de la latitude d'une molécule m d*une 
surface de niveau lors de l'équilibre; 

CT la longitude de comptée dans le sens de la roiaiion; 

g la pesanteur proprement dite, c*es^-à-dire l'aitraction 
de toute la masse de la Terre sur le point m z elle sera 
constante pour tous les points de chaque surface de 
niveau, si Ton néglige Taplatissenient dans le sens 
de l'axe de rotation ; 

pi la densité de la couche de niveau considérée, celle de la 
Terre étant prise poftr unité; 

p la pression correspondante; . 

r le rayon moyen de la couché; - 

r+i<^e le rayon Om aboutissant à la molécule ro de la ' 

couche de niveau lors de l'équilibre. 

Sous Faction combinée du Soleil et de la Lune, la molé* 
cule m subira lentement un déplacement mm', très-petic 

quel que soit le temps rcoalé, et nous représenterons par 
w — %Vo, u, %^ ses projections suivant le prolongement du 
rayon, la méridienne en allant vers Téquateur de la sphère 
moyenne de la couchct et la tangente au parallèle de la 
même sphère, dans le sens de la rotation. Notis négligerons 
les carrés de iv, u, i', ainsi que leurs produits entre eux 
ou par Wq, Dans cette hypothèse, les angles B eivs j&oni 
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r rnnB 

m 

comme il est facile de le reconnaiire par uue figure^ la 
pression et la densité, s^il s*agit d^une couche gazeuse^ ont 
variai et DO sont plus n^eessaîrèment les mêmes en chaqvte 
point de la ooncbe de nivean déformée. 

On trouve facilement, pour les composantes de la force 
ceiitriluge composée du point m arrivé en m' 

• ^ 

211 siD 0 -r • « • suivant 

(. ^du . . da \ 
ces A ^ +sia9 '^j"***' ^^^^^ 

2 fi cobô -r suivant «. 

dt 

Les composantes pareilles, dues à l'inerue, sont lespec* 

d'fv d^v d^u , ^ •! • » 1 ^ 

tivement r— > rr» — -rr • travail virtuel de ces 

dl* dt* dt* 

foroes, pour un déplacement élémentaire sur la surface 
de niveau déformée, sera» aux termes du second ordre 
près, le même que si m' se trouvait sur la splièrc moyenne 
au point n où elle est percée par le rayon Q/n. Le travail 
virtuel élémentaire des composantes suivant ce rayon devra 
donc être considéré comme nul, et Ton ai, pour la somme 
de.tra^ail des autres composantes, 

[- * " Â J - •rfFj 

Le travail virtuel de la pesanteur est 

— gdw^ 

{*) Ytor^M mon Trmité de Cm^maUque pure, a*^ l«*l'et suhranU. 



Digrtized by Google 



celui de la force centrifuge 

H nent donc, d' après les principe* conntu de l'hydrodyna* 

mique, 

[/ du . ^dw\ rf'pl . , , 
\ di dt J dt* J 

/ ^dP d^u\ ,^ 

et étant la pression et la densité au point m', et V le 
potentiel dû aux attractions du Soleil et de la Lune, et à la 
modification apportée dans la valeur de la peaâinteur par 
la déformation des.coucbeB do nivean. ' , 

La petite longueur peut être considérée comme ayant 
la même valeur pour le point ni et celui de la surface de 
niveau situé sur Om'} on a donc, pour ce dernier point, 

n*d{r* aÎD^O 4« nr« »n* 0 -4- rtt sîn 0 cosO )** f^divi= o. 

Si donc on représente par z Télévation w — tVo de la 
moléeule m dans son déplacement au-dessus de la surface 
de niveau, il vient, én retrancbant membre à membre les 
deux équations ci- dessus, 

|^~.. ^cosG ^ S.D0 - j ^ —J rsinOrf^, 
A) j +^2«cosô--— jr^e 

~ gdz rf- tfird[zûn*Q] + «^V = y-- 

Celte équation s'applique également aux oscillations de 
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la mer et de l'atmosphère; mais il faudra y joindre 1 équa» 
tion de icontiatité qae nmuê éiêbtirom mt éiudiant 9pé* 
ei«leitl«Ml chicfuiie de toi qjoeêtxùm, 

13ti. Équations des petites oscillations, de la mer. — 
Nous prendrons pour unité le rayon moyen de la surface 
d'équilibre de la mer. La profondeur 'de la oker, que nous 

désignerons par y au point m de la surface, étant très- 
petite, on pourra supposer que les déplacements ëprouvés 
• par les molécules situées sur un même rayon, lors de Téquî- 
. libre, sont les mêmes, La formule (A) donne donc a la sur- 
face 'de la mer, en négligeant la force centrifuge qui est 
très-petite par rapport à ^, * 



lin l^cosô- 4- smô — j - -^y^'^^ 

(d» u\ ,^ , ^„ 



La profondeur /, en m' étant ^ale à la jprofondeur cor- 

res})<>iKiant au même rayon lors de Téquilibre, augmenté 
de ^« ou a 

dy p 

L'élément de surface spHérique — dco»$dt3^ relatif au 

point m, est devenu, en tn'<, 

d cos ( 9 -h « ) d 



7^ ij -h -î-r- 1 d vosBd 

am \ sinO/ 

■ ( 



L*équation de continuité s^obtiendra en exprimant que 

cet élénK3nt multiplie par y,, i «'[(résenlaut le volume du 
prisme élémentaire correspondant, e6t égal à — ydcos>ddu^ 
ce qui conduit a 

d(yum9) d,yv 

~ »n9d9 m9d9 
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Comme la profondeur y est Irès-petîte, celte formule 
montre que z sera lui-même très-^lit par rapport à u et ^, 
et négligeable dans le premier terme de l'é^patîeii (a)) 
qui^ en vertu de l'indépendance des Tariations de 9 et cr» 
se décom^se dans les suivantes : 

d^v du. I / dz d\\ 

dt* dt «inÔ\ **</o. </cry 

Enlin, en posant cosô = ^| ces deux équations et la pfété- 
dente deviennent 

dif , d , 

—— — !inu'-= — Ji — u} — (gz^ Vl 
dt\ ^ dt ^ ^ d^^^ ' , 

_ é 

Pour obtenir, la portion de V correspondant à Texcès 

splîéroïdal aqueux, on a (80), en supposant z développé 
en série de fonctions sphériques» 



Enfin, en désignant par V la portion de Y relétive à Tat- 
traction des astres^ il vient 
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Les équa^on» (i) étant linéaires en li, i^^ z on Zy et V, on 
voitqne 11 V se cmmpasede plusieurs partieSj Pmcillatïon 

. totale s^ohtiendra en faisant la somme des oscillations 
partielles résultant de chacun des termes de \' considérés 
isoiéinent ût SÊUtcessiifemenU 

Pour teniF eomptfi des froitômentS) on derrait ajouter 

du dp 

respectivement ^'^^ premiers membres des denx 

premières équatious (i)) ^ désigoaut uue constaate^ ce qui 
/ nVltérera pas la forme linéaire de oes équations. ' < 

J) après le principe énoncé . avi n** 13i, il n'est pas néces* 
saire d'obtenir les int^rales générale» des éqnations (t)) il 

, suffit d'y satbfaire pour cliacuu des termes de V, 

134. Calcul de V attraction des astres * — Soient M la 
masse de l'un de ces astres, a sa distance au ceutre de la 
Terre» ^ son ascension droite comptée à partir de Féqui* 
noxe du printemps, ▼ le complément de sa décKnaison. En 

se reportant au 118 et à la fif^. 12, on trouve, en laissant 
de côté les termes indépendants de 6 et a, 



V'== — T I cos' 



Or^ un triangle sphérique donne 



ooslf O i» = COS0 sin y + sin 0 006 V cos (if / + «7 — 4* ) > 

par suite ' • ' ' 



(3) V'= ^ 

^ ^ 4^^ ) 3siodMnav60s{iir4-cr — 

fo/iclion..-qui n'est naturellement et évideuuneul qu^uu eas 
particulier des fonctions spfaériqites Zf. 
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133. Classificaiion des oscillations en trois espèces» — 
irois termes dont se compose V dosntroat lieu ch«« 
' cuft k na. genre pertieulier d'oteillatiom 

LeeoscilIarîoiMde la première espèce seltHit^owàttelr', 
iadépendantes du mouvement de rotation de la Terre sur 
elle-même^ et uiiiqueiueiit fonction du mouvement de 
l'astre. Comme elles seront très-lentes, l'inertie* la force 
centrifuge» les frottemenis , les chocs Me joueront alors 
qa*im faible v6le) de serte que les MïiOacions de eectiB 
espèce seront seirsiblettMnt le» mêmes que si 1« mer pitenaii 
à chaque instant sa forme d'équilibre. Ou a d<in( , dans cette 
hypothèse, quelle qae soit la loi de la profondeur, 

» 

La fonction V étant une fonction spbérîqne ayant a pour , 
indice, l'équation précédente monKtî que v ne peut avoir- 
que la valeur a, et que Ton a 



M( I -f- 3 cos 2 6) ( sin'v — ~ cos v 




%^ Les oscillationâ de la seconde espèce dépendènt esseii* 



(* ) Si par exemple on MaUdèf» IS iSanaa taoae de T, on pourra le dé- 
velopper, d'aprôft la formule de Lagrenge, ea uneiérle de tlaiia et eo«auft 
d*eres proportionnéti à des multiplet de l. Lee deux termei prineipeux du 
développement ne dépendiont que d'arcs très-peu différents de nr, puisqu^il 
se réduirait à ces deux termes si les coefficients dide t0lf, tpA VSrieifl très» 
lentement, étaient nuls au lieu d'élra trée<-petilfc 
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tiellemeiit du ii}ouvem^ diurne i kur pérMdft eu d^un 
jour environ. 

3^ La période des oscillations de la iroisième espèce est 
environ d'une denrî-joamée« 

Nous venons plus loin que la différence entre les hau- 
teurs des deux marées d Un même jour esl due aux oscilla- 
tions de la seconde espèce, difierence qui, d'après l'obser- 
▼atioA, est très-petite. 

Les oscillations produites par îe Soîeîl sont beaucoup plus 
faibles i^ue celles qui sont dues à la Lune, eu raison de la 
diûerence considérable qui existe entre les attractions exer- 
cées par ces deux astres sur un point de la Terre. Le rap- 
port entre les hafoieurs des marées lunaire et solaire est de 

5 . 
- environ, 
s 

136, Loi des oscillations de la mer dans Vhypothèsn 
d'une profondeur uniquement fonction de la latitude» — 
Nous pouvons supposer (chap. II) que la fonction pério- 
dique V est développée en une série de termes de la forme 
^ cos (ir+ siar-l-O, i et ^ étant des constantes, s un 
nombre entier, et k une fonction de y.. Dans 1 hypothèse 
actuelle, on satisfera aux équations (i) en y remplaçant u 
et les fonctions Zy par des termes en eos (t^ H-^cr -hj^)» 
ayant pour coefficients des fonctions de/x, et f par un terme 
en sîn (i£ -f- 9 affecté d*nn ooefficient également 
fonction de ^. Le tei^ips disparaîtra, et il restera des équa-» 
tions diilérentielles qui permettront de déterminer ces dif^ 
férents coefficients. Nous poseron,s donc 

z^m cos {it -h ^er th I!)» 

« = A COS (/V -h 5 CT -h , 

1^ = £ sin (// 4- *o -h C)» 

.y 

s =ii'cos(// -è-^o H- C)> 



Digitized by Google 



3aO TBAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

bf 4^ étant des fonctions de fi. La subfitiiution de ces 
valenrs dans les équations (i) oonduit k 



sa' 



Dea dieux dernières de ces équations on tire 



b 



En substituant ces ?aléurs dans là première des mêmes 
équations, et posant, pour abréger, 



1 , 



on trouve 



On remart^ueia que si -1111- — ^ (« — /it*) est divisible 

par *• — 4 valeur de a ne renfermera pas celte der- 

nière fonciiou en dénominateur. 

137. Exatnati du cas où, la pi ojo/uivut delà mer étant 
supposée çonstanle^ on Jetait, aàstraclion de la ivfation 
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deia Terre, -^On^L 

Supposons que ^cos (<f + cf + {) soit une fonction sphé^ 
riqm ^ v èt 9 d'îodica v ; le tenne correspondant de V 
aura pour facttiïir 



D'aatré part, Fëquatîon (5)du 73 donnée en exprimant 
qu'elle est i^ërifiée par il 00s (le -f* + ) , 

ati . . sa 

d*on il suit que 
et par suite 



Cette valeur de a étant nulle avec A*, ne se composera que 
de fenetions de )nème ordre que' celles qui se présentent 

dans le développement de raitraction des astres (*); en 
d autres termes, si l'on désigne par Ay, 5v, les valeurs 
de I, ^ correspondant au terme de Tordre y,, il vieuity 



( *) Cetto lolntion, oomme on le voit» im mippote pn que le* astr* Atti- 
rante sont nwes éloignés de la Terre pour qoe Ton pnine appfoxtmnivi»-' 
ment e*arréler au termee du seeomi ordre. 
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pour Teiisemble des oacïlktions, 

2v(v-4-i)^, . 
-5 'r C08(^/ -h Syta -i- 

ÇU. — Des oscillations de i.\ mer dans l^hypotiièse ou 

ELLE EECOliVUIKAlT COMPJLÉïEAI£I^X W £i.t.irâOJLD£ DË 
RÉVOLCTtOn PEU IDIFFÉBENT d'uHS SPHÈRB. 

138. En désignant par / et ^ deux constantes, ]a surface 
d'équilibre de la iaei* étant elle-mèuie un ellipsoïde de ré- 
volution peu difl^rent d%mé sjbère^ y est de>la forme 

/ étant la profondeur à Téquateur, et Ton a 

139. Des oscillai ions de la première espèce. — On a 
j = o, et les ditiereuts éléments de la question sont indé- 
pendants de 17. Supposons que a sdît représenté par une 
somme finie de fonctions spbériques de rang pair, et soit 

■ 

Ptv satisfaisant à l'équation (5) du n° 73, ou à celle du n^ 81, 
Ia ponao« relaiive k la peàanim am 

-•>-.•. , ^ • » 

et la portion de a' rdatÎTe â Taction des astres sera delà 
forme P,. ' ' 

Maintenant, au lieu de supposer que la constante q est 
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donnée, considérona-la ooQinie indél^rmiiiée) en assujettis- 
sam (136) les eoeffidents arbîtiaires des fonotîons.P à la 

cxmditioD que ^(i — ft*) soîl divisiUe par x—i^ii^^. 

On obtiendra une relation entre ces v i coe^^îcienls : l'i- 
deiitiiicâtion des termes semblables des deux membres de 
réquatioD {6) foomita i^-^i avtrès relations qui, a^eela 
prééddeme, pennettvont de déterminer f et ees y 4- 1 eoef-» 
fietenis. 

Soit Qfi*" le terme de a ayant le plus iort exposant^ le 
terme du degré le plus élevé dans ^ * ^^V^ ) ^^'^ 



3p 



4» + 



0 



après la division, le coefficient du terme du degré le plus 
élevé qui est en sera 



• \ 4v -h 1/ 



Enfin ]e coefficient de /x*'' dans le second membre de Téqua- 
tiou (5) sera 

et» comme il doit être égal à il en résulte 



. — — -«r — ■ ~ — " " 



L*idenliiit aliou des autres termes de Téquation (5), jointe 
à la, candi tion de divisibilité par i ' 4'''/^'9 connaître 
les coefficients inconnus de js« et par. suite .les oscillation» 
dépendant du terme h cos (it + de rattraction* 



Le rapport — de fa ibn^ centrifuge à Téquateur à la 



Digitized by Google 



3o4 TRàlTi ^l'teBJIVAlRB 

pesanteur n^étant que ^g-» on Voit qu'en prenant pour v 

un nombre tel que on iS^.^ sera assez petit pour pouvoir 
être négligé, et Ton aura approtimativenienl la loi des 
oscillations ile la mer dans. Je cas d'une profondeur cofi<> 
stante. 

Le terme de V correspondant à \» rétrogradation de la 
ligne des nœuds de la Lune, donnera pour c une grande 
valeur, en raison de la petitesse dn coefficient i de X dansr 
ce terme, et qui se trouve en dénominateur dans c« 

Nous n'aurons pas à tenir compte dans la suite de cette 
solution, puisque, au n° 135, nous avons donné les oscilla- 
tions de la première espèce, indépendamment de la loi de 
la profondeur do la mer. ^ 

i40« Des oscUiations de ia seconde espèfi^. ^ On a 
5 :s I, et chaque terme de V est de la forme 



4 

t étant peu djiFéreni de n. Supposons qu.e 



yL^ i — /X* P,v_s cos (it-hts -h ^) étant une fonction sphé* 
rique de Tordre av — a. On aura 

..=,^.[p.(,-4'):^».(,-'^)-v.., . 

Si, de même qu'au , numéro précédent, on détermine g 
de manière à rendre - ' , 

ê 

• ♦ 

nnua' da' . 




• 
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divisible par t*-^ 4 /^^9 second membre de réquatîon (5) 
n^aura plus de déiiominaleur ; car, en posant 

on jreconnaitra sans peine que la souime des tenne3 du 
second membre renfermant — a' en dénominateur sera 

t 

On verra d'ailleurs, comme plus haut, que Ton aura le 
nombre voulu d'équations pour, déterminer g et les con- 
stances arbitraires des fonctions P. 

Soit Qf^'**"* V I — le Icrmc de a du degré le plus élevé 
en fA^ le terme correspondant de a' est 

et l'on trouve, pour le ternie semblable du second membre 
deféquation (5), 

et, en IVgalant au terme correspondant de on obtient 

'«i'-?ir^r7)(^'"-»->-^7) 

En supposant iz=:n^ q sera indépendant des différents 

termes du développement de Y', condition indispensable 
pour que la loi de proiondeur obtenue soit admissible. 

Si Von prend v assez grand pour que y soit négligeable 

\is-à->vis de 2y*H- v> on retombe sur la même loi de pro- 
fondeur qa*au numéro précédent. 

ao 
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141 De la différence entre les deux marées d^un même 
jour, — Si npos supposons î s= if , v c= 3« oa a 

/(.-Vf.') 

et, en substituant ces valeurs dans l'équation (5), on 
trouve 

p ^^y^ 

rt=s —y 

et, pour le terme correspouuaiit Je 



2 IgA V ï — fA'cos f H- o 4- Ç) 



La somme <le5 icrmes A cos (/7 H- cr 4- étaul le dévelop- 
pement de V\ qui a ici pour valeur 

311 

— SÎn V COST COS (fff -t- «r — 

il vient, pour la valeur totale de relative aux oscillations 
de la seconde espèce, 

6^1 A/ siii 0 ros0 sin V cosv eus -i- o — 



« = — : , 



h — 



quelle que soit la valeur de la constante ^, et les oscillations 
seront nulles si ^ = o ou si la profondeur est constante. 

La dilicrcnce cnlre les deux marées d un môme jour dé- 
pend des oscillations de la seconde espèce. En eQ'et, selon 
que M passe au méridien supérieur du lieu ou au méridien 
inférieur, on a 

7»^ 4- o — — o OU -f- or — = iSo". 
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Pour ces valeurs Texcès d'une marée sur l'autre est 

1 a M Iq sin G cosÔ sin v cos v 

^* a/é'y ^i- -/j — «• 

L'observation montre que celle dinérence est irès-pethe 

ou que Iq est très-petit par rapport à ^« ou encore que la 

S 

profondeur de la mer est sensiblement constante* La déno- 
minateur de la fraction précédente étant alors négatif, si, 
comme parait ]*indiqner l'observation, la marée due au 
passage supérieur de l'astre Tcmporte sur l'autre, Iq sera 
négatif, et la mer serait plus protonde aux pèles qu'à Té» 
«jnateur* Il ne faut pat perdre de vue que cette conséquence 
suppose que la mer recouvre un ellipsoïde de révolutiou, 
ce qui nVst pas le cas de la nature. 

De la valeur de ou de a on déduit facilement 



et, par suite, 



3 M sin V cos v cos (nt -h ci — -h) 

Il ~ , 



3M COSÔ sin V cos V 



Telle est la solution complète du problème des marées 
de la seconde espèce» lorsque Fou prend la forme ellipsoï- 
dale pour la surface du noyau terrestre. 



Digitized by Google 



r 



3o8 TRAlTé éLÉMENTilIlR 

142. Ues oscilLations de la iroisiènw espèce* — Dans 
ce cas, 5^ a; soit 

(i — ft*) Psv_t cos 4- 2 tj -+- étant, une fonction sphé- 

rique de 1 ordre 2 V — iè. On a ' 

Continuons à considérer q comme une inconn ue et expri- 
mons <jue lîli^^^ — — ^1 ^.gi divisible par — 4 

on aura, commè plus haut, par ^identification des tenues 

des mêmes puissances de dans les deux membres de Té- 
qudiion (5), le nombre voulu d'équations pour déleraii- 
ner q et les arbitraires de fonctions P. Le dénominateur 
(i — fi*) disparait du second membre de la même équation; 
car, en posant 

on trouve que Tensemble des termes aHectés de ce dénomi- 
nateur équivaut à 4(i — i^)ëy'^ hiGu. divisible 
par(i — ft«). 

Soit Qfi'^'^'le terme du degré'le.plus élevé en fi de Pty^t, 
le terme correspondant de à! sera 



,et celui du second uieuibrc de l'équation (5) 



en égalant cette Taleu^ à Q(xr— •p*)fi*'"'', et remarquant 
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que est senBiblement égal k i*uintë, on trouve 



2»' 

9 = 



et l'on pourra détermiuer pour cette loi de proioiuieur les 
oscillations de la troisième espèce. 

Cette valeur de if est identique à celle que nous avons 
trouvée au 140 en étudiant les oscillations de la seconde 
espèce. 

« 

143.. Loi des osciUàUons de la troisième espèce dans 
Vhfpothèse â*une profondeur constante. — Nous avons 
vu (140) que, pour satisfaire aux observations, il faut sup- 
poser que la profondeur de la mer est à peu près constante, 
ce qui revient à. admettre que le noyau est sensiblement 
sphérîque. Dans ce qui suit, nous supposerons la profondeur 
constante, et de plus que a, y, if/ varient avec assez de len«' 
leur relativemenL Ix int pour qu'on puisse les u aitt r comme 
constants. Enfin, nous négligerons le rapport p de la den- 
sité de la mer a celle de la Terre, qui affecte de g au plus 

le premier terme du développement de a\ et d'une fraction 
plus faible qui va en diminuant pour les autres termes. 
Si Ton fait 

s = a coss («f H- » — 1^), 

on a 

3M 

En posant 

et remarquant que 

Téqualion (5) donne, \ 



(i^a da { . , .2«» A 6M 



.T. cos' V — o . 
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Supposons que a soit dëveloppable en série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes paires de x, 
et 8ûît 

ce développement. £n le substituant dans 1 équation pré* 
cëdentc, on trouve 

3M , , 
an* 



2v'H-3if — (2v' -h 6v) 

pour vÇi. 

Ce demi (il rapport peut dono te âéfdopper en firAçlâoa 
continue, et Ton uouve ainsi 



Il suit de là que a sera de la forme 

« 

3 M 

« = A, F (a;) = -tt^ cos' v . F (r ), 

F (x) représenunt une série ordonnée suivant les puis- 
sances ascendantes de maïs dont les oocfiicîcnts^ sont în- 

dépendants de V. 

En supposant v = i et. successivement 

ait» — s îf! — 

ce qui correspond aux profondeurs 

I 

'=îè'. '^^is* '^SSïTïS* 
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ni 

par rapport au rayon terrestre, le rapport — de ia force 
centrifuge à la pesanteur à 1 ec[uateur étant pris égal 

à -3-> on l^rouvc pour les trois liypoihèses : 

F(df) = iyoooo -H 20,1 862 x'-t- 10,1 iG4«i^' — 1 3,1 047 J^* 
— i5,4488a:»— 7,456iaî'»— 2,1975 j7"-.p,45oi 
— o,o687x'* — 0,0082 — o,ooû8jc*»— 0,000 la^, 

F(jr) = 1,000 H- 6,i9(j()x'-H 3,9. |74 r' o,7238à:« 
-h o,o9i9-c"-h o,oo7Gx"'+ 0,0004 j:'*, 

F (x) = 1 ,0000+0,7504 «•+<>, 1 566x^+0,01 574 -K^+o, 0009^. 

Si l'on réunit les oscillations de la première et de la 
troisième espèce, les oscillations de la seconde étant 

nulles (1 40) dans l'hypothèse actuelle, ou dev ra (135) em- 
ployer la formule 

s= 7~- [sin*v — icos'v^ (i-h3co$20)4-<>cos2(aI+o — i)- 

Soit la vitesse aiis^nlaire sidérale moyenne du Soleil; 
on a pour cet astre, eu supposant son mouvement circu- 
laire. 



— = a; 

d'où 



* > . 

Cette quantité est une fraction du rayon tei'restré' que 
nou9 avons pris pour nnîté; en choisissant maintenant * 

le mètre pour unité, il laui ninhiplit'r la valeur précédente 
par le nombre de mètres que renferme ce rayon ou par 
6 366 200 mètres, ce qui donne 

7— = o"',t23i6. 

4 * V 
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Lv. j apport de la masse cîe la Lune, divisée par le cube 
de sa distance moyenne à la Terre, à la masse du Soleil 
divisée par le cube de sa moyenne distance à la Terre, 
élant égal à 3, on a» en accentuant les lettres pour la Lune, 

On dëdnit de là, pourroscillalion lotale due àTaciiou com- 
binée du Soleil et de la Luqe, 

■ 

n — 3 — ) 

X 1 sin' V co5*v 31 *in*v' coa' v'-\ 

-H 0"",l23l6[cOS-V.COS2(/7/-htJ — •}) 

Supposons que le Soleil ou la Lune soient en opposition 
ou eu coi^OQCtioa dans le plan de Téquateur, la haute et 
la basse mer répondant à 



Z = G™, 1 23 1 G 



et revenons aux eicemples numériques étudiés plus haut. 
Pour / — la diilércnce des deux mers à l'équatenr est 

de 7™, 34» et Ton reconnaît que, entre Téquateur et le 
i8* degré où la différence des deux mers est nulle, la 
baute mer a Heu lorsque les deux astres sont à l'horizon, 
et la basse mer lorsqu'ils passent au méridien, d'où résulte 
ce fait singulier, que la mer s'abaisse sous les astres qui 
Tattirent. Du i S*' degré au pôle, la haute mec se produit 
lors du passage au méridien . 

Pour / = ^ — ^—TJ l = 52[—F ' liaute mer a toujours 

^ 22 , D I y 2«^ 

lieu lors du passage au méridien, et la diiïerence des deux 
mers sous Téquatcur est de i l'^jiiS dans ie premier cas, et 
de i^'i^o dans le second. 
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âi la protoadeur de la mer augmente, ^ diminue jusqu^à 
Ja limite correspondant à / = oo » et pour laquelle 

3 M - 3 M' , 

on trouve alors que la différence des deux mers à Téqua- 
teur, lorsque les deux astres sont en conjonction dans ce 
plan, est ë^ale à o™, 985*^8, ce qui est une limite inférieure. 

La val car ci-dessus de a n^étant autre chose que celle 
qui conviendrait au cas où la mer prendrait à chaque in- 
stant sa forme d'équilibre, nous sommes naturellement 
conduit à étudier directement cette question, sans aucune 
des conditions restrictives établies au commencement de 
ce numéro, et en tenant compte simultanément des trois * 
espèces dVscillaiions. 

144. Forme d^éi^uilihre que prendrait la mer sous 
V action du Soleil et de la Lune, — Dans ce cas, on a 

or, la portion de Y dépendant de l'action des astres est une 
fonction sphérique du second ordre, comme Zi; Fautre 
portion, relative à Texcès sphéroïdal, est 



3 ^ \ 

p l Z» -h g Za -r • • • I ' 



d*où il suit que z doit se réduire à Zs, et que la forme 

d'équilibre est à chaque instant un ellipsoïde. On trouve 
ainsi 



4- 3 cos 2 ô 



3 

^ cos* vsin-6cos2(rt/-i-o — ^) 
-f- 3sinvoosTsinOcosOcos(jff-h a — 4>) 
-4- les mêmes termes relatifs à (a Lune x 3 



] 
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Si le Soleil et la Lune sont en conjonction avec la même 
déclinaison, Toxcès de la hante mer relative à midi &ur la 
basse mer qui la suit est 

2— 8in*8«is*v(i -H2langv cotO), 



(-Ï) 



€t Texcès de la huule mer relative à- minuit sur la basse 
mer, 

sin* 9 cos'y (i — a tang V cot 0 ) . 



j.e rapport de ces excès, , serait environ 

égal à 8 pour v = aS*^ et 0 = iV colatiiudo cor- 
respondant à Brcsl. Or, Tobservation indiquant que ce rap« 
port est trés*voisin de Tunité, on voit que Thypothèse ac^ 
luelle est inadmissible et qn*il est important de tenir compte 
de l'inertie de la masse fluide, de la rotation de la Terre et 
du mouvemeut des astres attirants, 

§ m. — Lois gékéeâlbs des maeées. 

145. En supposant que le noyan terrestre soit un ^ip* 
solde de révolution, nous vénons de voir que la marée 
aurait lieu précisément à T instant du passage de l'astre con- 
sidéré au méridien du lieu, ce qui est contraire à la réalité. 
Il nous reste maintenant à voir quelle influence peuvent 
avoir sur le retard des marées les variations de la profon*- 
deurde la mer eii longitude et en latitude, indépendam» 
ment des résistances que nous avons négligées et qu'il est 
impossible de soumettre au calcul. 

Nous n'avons pas à revenir sur les oscillations de la pre- 
mière espèce, que nous ayons déterminées au n^ I3ë, quelle 
que soit la profondeur de la mer* 

Concevons que la portion de V relative à ratiraciion des 
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astres soit développée en une série de ooainus d'arcs mui- 
dples da teœpif et soit k Tua de ces arc$. On satisfera aaïc 
ëipiatioDa (i) en posant 



z zss Fcosff + G mn ftf 

— V = i ' cos it -H G' sin /Y, 

«r = P cos/r 4- Q siniVy 



F, G, F', G', H, K, P, Q étant des fonctions inconnues 

La subsiituiioa de ces valeurs dans les mêmes é(]uations, 
par Télimination de H, Q, donne . 

f = -s—rlTir. V 



^' dpi ■ .7^ — 4'*V) 

^r-^^n^j^* dyi. i d^, do 

et une autre équation qui se déduit de cette dernière, en y 
changeant jb' eu G, F en G'^ et réciproquement, et les 

signes des termes en — • Pour avoir une solution complète 

du problème, 41 faudrait remplacer F' etCf par la somme 
des valeurs correspondantes relatives à Taction des astres, 

et de ratlractiuu de la couche a(|ueuse. Celle dernière dé- 
pend, comme on le sait, des développements de F et G en 
fonctions sphériqoes de n et et que Ton déterminerait 
par ridentification des termes semblables, si le calcnl ne 
présentait pas des difficultés insurmontables* 

146, Loi des prqfonfleurs pour laquelle les oscillations 
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de la seconde espèce sont nulles pour toute ta Terre. — 
On a par hypothèse F =0^ G = o> et, d'après le 134, 
P et G' sont de la forme 

N étant uoe fonction du temps indépendante de o et de ft. 
La substîttttioD de ces valeurs dans les équations du numéro 
précédent conduit à • 

dy ttSÎnear d*f 

d'où 

* dm 



Les osciUatiom de la seconde espèce ne pourraient donc 
disparaUre pour toute la Terre que si la profondeur de 
la Terre était uniforme^ résultat déjà vérifié au v!* 141, 

dans un cas particulier, 

147. Loi des profondeurs pour laquelle les oscillations 

de la troisième espèce sont nulles pour toute la Terre, — 
On a F = o, G = o, ^ = 2/1, et (135) F, G sont de la 
forme 

P'=rN (i — 11^) C0S2O, G'=s— N(i — p»)sm2ci, 

N étant une fonction de t indépendante de ft et de «• Les 
équations du n** 145 deviennent 

270OS213 tidy * *^ du 
O = ; h i—-^ C0S2O H ; Tï > 

I— ffc' d^ a(i — j»*J 

" dy 
27Sin2Bj ad'/ . * . 'dm 

O — 4- ^ sinao ^ ^9 
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d*OÙ 



et 



— î. = O, O =, h - — ' 

dn I — 

s t 

A ë tant une constante arbitraire* Pourftsso, 7 devcDant 
infini) â n^j a aucune loi aâmissihle de profondeur qui 
puisse rendre nulles pour toute la Terre les oscUlations 

de la troisième e:>pèce. 

148. Expression de la surélévation de la tner dans 
chaque port, Pour les oscillations de la seconde espèce^ 
\m pourra remplacer dans les formules (6) sînt et cos i par 

^ sinv cosv sîn (nt — ^) et ^ sînv cosv cos (nt—^^)\ car, 

par la substitution dans les équations (i), la difTérentiatîon 
des facteurs en v ne donnera que des ternies du mémo 
ordre de grandeur que la vitesse angulaire de l'astre con« 
aidérë, négligeables par rapport à ceux qui proviennent de 
la diflerentiation des sinus et cosinus de nt — (|< ; cela 
revient à considérer y comme constant, et il disparaîtra de 

même que des équations (i)* H suit de là que, si l'on 

néglige la variation de ^ comme celle de v, la portion de z 
relative aux oscillations de la seconde espèce sera de la 

ibxme 

•^siovcosvcos(jf/-h8r — ip — 6), 

A et 6 étant des fonctions de |x, 17, dépendant uniquement 
de n et de la loi de la profondeur de la mer. En appliquant 
le même raisonnement aux oscillations de la' troisième 

espèce, désignant par B et X des fonctions analogues à A 
et 0, et tenant compte simultanément des attractions du 
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Soleil el de la Luoe, il vient 



(7) 



sin V coiv ro9 { 4- » — 4» — €) 

M' 1 
4- — sin v'cosv' cos («f -h o — 4»' — 

M' 1 

expression à laquelle il conviendrait d'ajouter les termes 
relaiifs aux oscillations de la première espèce. 

D'après cèue formule, on voit que Thistant du maximum 
ou du miiiimum d'une oscUlation peut être di£Gêrent de celui 
du passage au méridien de Tastre qui la produit^ ce qui est 
confortne à l obscrvation ; mais le maximum et le minimum 
des oscillations d'une même espèce suivraient d'un même 
intervalle les passages de leurs astres respectifs, ce qui n'A 
pas lieu* Il faut donc supposer que X et 6 ont des valéiirs 
difiTërentes X' et 6' pour la Lune. L*h jpotfaèse la plus simplé 
que l'on puisse faire sur la loi de variation de ces con- 
stantes consiste à supposer qu elles varient proportionnel* 
lement à la vitesse angulaire de l'astre. En désignant par/ 
et T deux constantes pour le port considéré, par m, m' les 
vitesses angulaires du Soleil et de la Lune, nous poserons 

X=7-(w--/?)T, 

les constantes y et T ne paraissant dépendre que des iné- 
galités du fond de la mer et de la plage. Nous pourrons 
•admettre qu'elles ont la même valeur pour les oscillations 
ée la seconde espèce, ce qui revient à supposer que 
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Le coeOicient B ne parait pas devoir être le même pour 
le Soleil et la Lune» et, en admettant qu'il varie suivant la 
même loi que nous aurons 

fi=:P(i — amQ), 
B'=P(i — am'Q), \ 

P et Q étant des constantes pour un même port. Les 
oscillations de la seconde espèce étant beaucoup moins 
sensibles que celles de la troisième, on peut y négliger le 
terme équivalent à amPQ ou am'PQ, qui est déjà très» 
petit, ce qui revient i supposer que A a la même valeur 
pour les deux astres. 

Cela posé, la formule [y), en teuaut compte des oscilla'- 
tions de la première espèce, deviendra ^ 

— sinvcoiVcos(/ir-i-o— +— 'Xj-H-j^sinVcosV eos(jf^'^ar^^'--X') i 

r M ' M' T 

— aPQj m -^os'ycosa (»H-i!f — 4i-^X)-M»'-j;;C0s*v'«osa{w/-4-cT— a') 1 

-+-P ^cos'vcosa(vj/4-CT— + — X)4-pjcos»v'cosa(«/H-or — y^W) l» 

Dans le second el le quatrième ler[nt% on devra subaiitucr 
à X et X' leurs valeurs ci-dessus, et tout simplcnu ni y dans 
le troisième., en remarquant que le produit PQxT, dont 
les deux facteurs sont très-petits, est négligeable^ 

Laplace a discuté avec beaucoup de Soin cette formule 
empirique, et a montré qu'elle s'accorde très-bien avec les 
faits observés» Mais comme celte discussion n'a rien d'in- 
téressant au point de vue théorique, nous ne nous en occu* 
perons pas et nous renverrons, pour cet objets aux œuvres 
mêmes de cet illustre savant. 
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149. LoL (î("s pressions dans Vatniosphère supposée en 
équilibre. — Si l oa fait abstraclion de la variation de la 
lempérature de Tair à diflérenies latitudes et altUades, on 
a, entre la pression p et la. densiië p la relation 

P = '^P» 

g élant la pesanteur a Péquaieur par exemple, et / une 
constante. Cette relation, déduite- de la loi de Mariotte^ 

donne à Tatmosphère une Hantenr infinie; mais, à une très- 
petite hauteur, sa densité est si petite, qu'elle peut être 
considérée comme null(\ 

La constante / représente la hauteur qu'aurait Tatmo- 
sphère, si elle avait en tous points la même densité qu*au 
niveau de fa mer; elle est très-petite par rapport an rayon 
de la Terre, dont elle n'esl guère que la 800* partie (*). 
Avant d'aller plus loin, nous rappellerons que ^équilibre 
de la mer exige que la pression à sa surface, et par suite la 
densité de la couche d*air adjacente, soit constante. 

On a, pour une molécule de l'atmosphère située à la dis- 
tance / (lu centre de la Terre, B et /< CQulinuaut à avoir la 
même signilicaliou que plus haut, 



a 



sin*& -r V =: T — H- const. = Ig log^ + coost*, 
J 9 



(*) La pMtsion d^ua^ «tmoeplière sar t mètre carré étant io336 kilo» 
grammes, el le poids du mètre cube d'air à o degré 1 1, on a 

I 

toit ^ da fajon terreatra. Pour une température plua élefée» I aurait ane 
▼alenr pies faible. 
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V étant le potentiel dû aux attractions des éléments maté- 
riels de la Terre eideFatmosphère, sur la molécule consi- 
dérée. 

Soit R le rayon vecteur de la surface de la mer corres- 
pondant h r, et posons r = R-|-/«^ h sera, tu négligeant 
Taplatissement dû à la force centrifugey pu les lennes de 

Tordre — • — > la hauteur de la molécule au-dessus de la mer ; 
g R. ' 

et comme, à une très-faible hauteur, la densité p est seusi- 
blement nulle, h sera supposée une très-petite fraction 
de R. On pent par conséquent poser 

V étant la valeur de V à la surface de la mer; il vient donc 

lg\og nepp 4- const. = V'4 ^ h h ( H- /l'Rsm^Ô j 

'i ' dr^ ' 

Or, à la surface de la mer on a 

y -I- _ = const.; 

d'autre part, — Texpression de la 

pesanteur apparente ^ut dîlfërents points de cette même 
surface et que nous désignerons par ^ , (^uant à la dé- 

rivée -^'» comme elle est multipliée par le facteur très- 
petit ^9 on peut la calculer en né^li^eant la force centrifuge 

et comme si la Terre était composée de couches spbériques, 
ou poser, m étant la masse de la Terre, 

dr " R^' 

ai 
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11 v îeui donc 

. ^loçp s= coMl. — g' A -h I 

d'où 

E étant la base du système de logaritbineà népérieps, et II 
ladéositë de Fair k la surface de la mer.- 

On voit ainsi que les courlics d'air de mcme densiic 
sont partout également éievée$ au-dc6sus de la surface de 

la mer, aux quantités près de'Tordre j ^^ ' ^ ' ^^^^ 

calcul de la hauteur des montagnes, ne doivent pas être 
négligées. Mais pour Tobjet que nous nous proposons ici, 

nous pouvons supposer ^ =: et négliger-^ devant Tu- 

nité, ce qui revient à poser 

comme au chapiiit^ VI, et, pour les mêmes nioiifs (H7). 
nous ferons abstraction dans ce qui suit des attractions 
mutuelles des molécules de Tatmosphére. 

ibO. Loi des petites oscillations de VatmosphètG. — 
Reportons-nous aux notations et à la formule (A) du 
n^ 132; on a = lgp\ et, en accentuant les 'quantités Zt 

V pour les distinguer de celles qui se rapportent a la 
mer, on voit i'acilemeut que cette^forinule peut s'écrire 
sous la forme 

\ dt dr ) 

— gdz' -h ««</(»'sin»«)4- rfV = /^log//, 

V étant le potentiel relatif aux attractions du Soleil et de la 
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Lune. Or, comme nous supposons que r difière très^peu 
de nous pourrons^ dans les deux premiers termes de 
cette équation, remplacer r par B, ce qui revient à né- 
gliger les termes tic Tordre Iw\ hz . . . , qui sont très-petîts. 
D'autre part, la force centrifuge diflère très-peu de celle 
qui a lieu à la surface delà mer et est négligeable, comme 
cette dernière, par rapport la gravité. U vient donc^ en 
pesant p' p[i-^ q)^ q étant une petite fraction dont 
nouâ négligerons le carré, 

log;>'s=!og/H-y 

et 

I RI — un ( — cosO H- -T-smO) r-- siaÔrfa 

Pour obtenir Féquaiion de continuité, il faut exprimer 

que Télément de masse — ps\n9 d9 du r* dr ne change 
pas quand p, 0, zj, r reçoivent des accroissements f» — p^s^ 



r rsin 



j>« , ou que 



d'où 

(I d»ïï^ i d.u' sinB i 
r dr sioft* "dr, CosO rf«r / ^' 

Or, ^ 

(p + ')* = A=l'(«-*-9)> 

d'où 

pq 



ai 
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par suite, 

i / i d,rz' I */.//sin9 i ^J^' \ 

Supposons mainteiiaiU, saut à vérifier iiliérieiircment sî 
cette hypothèse est admissible, que les molécules d'air si* 
tuées prîmiiivement sur un rayon restent constamment 
en ligne droite avec le centre 4e la Terre dans l*état de 
mouvement, et qtie le déplacement suivant cette direction 
soit le mciïic f|iie pour ]< s molécules (ic la mer : ou a 

z'=z\ z est uéi^ligcabie par rapport à i/, comme 

a' p' 

devant i/ et (133), et Ton admet que - sont indépen- 
dants de r. L'équation de continuité [.i) devient 

et Ton voit que Iq conservera la même valeur pour toutes 
les molécules situées sur le même rayon, 

L*cquatJon (3) sera satisfaite par Fliypothèse précitée 
ou du înôîns aj>proTiîmaiîvcment; "car son second membre, 

d'.Tprès ce l'on vient de voir, est indépendant de r, î! 
en est sensiblement de même pour V, et dans les autres 
ternies on peut remplacer sous le signe de la dérivation 

Kr, i\u par ) 

1 s: ^ f. 

En prenant R pour uuitc, et, pour simplifier les for- 

mules, leprésenlani les déplacements augulaires -> — par 

et u', ce qui revient à supposer les équations (a) 

et (4) deviennent 



(5) 



; / du' . rfv\ . ^ . 



(6) = - .Tr. 



r 
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L' équation (5), en vertu de rindépendaoce d«6 varia- 
- lions de ô et cr, .se décomposera én deux auired^ qui, 
jointes à Téquadon (6), permettront de déterminer ii', 

151 . Vajiuliuns de la hautf^ur barométrùiue. — La 
hauteur baroniéti iquc est proportionnelle à la pression de 
Tair sur la surface du mercure ou à Igp^ Mais cette sur- 
face est successivement exposée à Faction des diverses cou- 
ches de niveau qui s'élèvent ou qui s'abaissent avec la sur- 
face de la mer. Ainsi, la hauteur baioiiiétriquc varie 
avec./3 : i° parce que cette densité est celle d'une couche 
de niveau qui, dans l'état d'équilibre, était moins élevçe 

de d'où la variation — = — ^zdepj a® parce que 

la (icuàiLe d'une couche varie dans 1 étal de mouvement Je 

,s = gp. La variation totale éprouvée par p étant ^(z-h Iq) , 

' h désignant la hauteur barométrique cojrrespondant à l'état 
d'équilibre, les oscillations du mercure seront représentées 
par 

(7.) 7i- + ^î/)» 

. et seront ainsi semblables pour toutes les hauteurs au-dessus 
d*un même point de la Terre, lorsque la raréfaction de l'air 

ne sera pas trop forte. 

152. Uypolhcsâ d'une mer d'une pi ojondeuv con- 
stante, — Soit y la «profondeur de la mer, et posons 

{/ — 7)«' y w /«"; 

■ 

Les équations (5) et (6), eu égard aux équations (i) 
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du ià^f ^ réduîseat à 

* 

(8) ) ^ '^'J. 

- • ' » 

Ces deux équatiozu sont cdles des.oscîUaiîoos d'une mer 
de profondenr constante et Ton est ainsi ramené à une 

question précédemment étudiée. 

Les variations éprouvées par la hauteur barométrique 
seront données par la formule (7) qui devient 

IS3. Appîîcatton, — Pour nous faire une idée des 
oscillations du baromèlrej nous supposerons la tempéra- 
ture telle que. 

c& qui est Tune des profondeurs de la mer pour laquelle 
nous aTOiis donné (143) la valeur de qui sera dansée cas 
celle de js^ multipliée par le rayon teneatre on par 

6366 200 mèties. Nous supposerons de plus 



36i ,25' . 



ce qui est encore l'une des profondeurs considérées au 
même numéro j la valeur de z sera celle qui est relative à 
cette profondeur, également multipliée par. le rayon ter- 
restre. En ayant égard à ces-valeurs de ly 7, 9^ suppo- 
sant h = 0,76, on aura, pour déterminer les oscillations 
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du baromètre, 

j = y (as ^ f^) =c o,ooooio6a3 3 ) 

(I 3 \ 
sin*v cos^ V -H 3sin' \' cos^ v' 1 

-i-o,Oûooio(i23Mn*Ô[cos*v cos2(/i/-4- cr — '}»} 

H- 3 cos' v' cos 2 (///-+- CJ — ij> j 

— o»6^a iin* 0— 0,0899910' 6-^0,0076610" 9) . 

Si Ton suppose le Soleil et la Lane en conjonction ou en 
opposition dans lo plan de T^quateur, on trouve o^>63o5 
pour Famplitude des oscillations de la colonne mercu- 

rielle. 

454. F^ent produit par le Soleil et ht Lune, L^attrao- 

liu7i du Soleil et de la Lune doii produire un vent corres- 
ppudaut au flux et au rellux de la mer. Proposons-nous de . 
déterminer Fintensité de ce vent dans les conditions parti- 
culières que nous venons d'étudier. L'équation (5) doone, 
en y faisant Ô = 90 degrés, 

. dW d , , , dY 

Ir^-^di^'^^'^^^li' • 

or, 

e H- = l£ — i", 

etde plus (143) 

— ^ — X O", 1 23 l6[cûâ' V sill 2 («/ H- tJ — -iji ) 

-t- 3cosV8io2(Â^+o — 4'')!» 
et en remplaçant tf par leurs valeurs, 

d^v' 

=: — ■ 21^ X I ,o369[coa*vsiB2 («f 4- w — 4») 

-h 3cos»v/ sin2(«r H- cr — +')], 
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ce qui donne, en intégrant et coasîdérant v, y', tj*, ^' 
comme comUnU» 

d!/= ndt-h ^ is«Kr.i">,o369[coft*Tcos3(At + o — 4») 

4- 3 COS' V ' t os 2 («^ -h — 4»')]r 

H éunt une constante arbitraire. 

Sir on suppose que dt représente «ne seconde, ndt sera 
environ la cent-millième partie d'une circonférence 5 de 

plus, du rayon terrestre que nous avons pris 

pour unité) ét que nous introduirons explicitement dans 
la formule en le désignant par R ; nous aurons ainsi ' 

E«^' = RH«^rH- o,oiÔS3[GOS>TGOS2(nr-f'sr — 4») 
• -H3cosWco8a(»/-hi9 — ^;'')]. 

Si la constante H n'était pas nulle, il se produirait à 
l'équateur un vent constant^ et l*ôn aurait ainsi une expli- 
cation des vents alizés ; mais comme cette constante dé- 
pend des conditions initiales du mou\tinent, elle a dû 
disparaître depuis longtemps, par suite des résistances de 
diverses natures éprouvées par Tair en exécutant ses oscil- 
lations^ on doit conclure de là que les vents alizés ne 
sont pas dus à l'action du Soleil et de la Lune sur Tatmo- 
spLère. 

Si les deux astres sont en conjonction ou en opposition 
dans Téquateur, on trouve "Rdi^' = o"*,o7532, ce qui est le 
maximum de la vitesse de Tair due a l'attraction du Soleil 
et de la Lune. 

Si Patmosplière recouvrait immédiatement le noyau ter- 
restre, son mouvement suivrait la itkême loi que celui 
d'une mer d'iix\jB profondeur constante, et (141) les oscil- 
lations de la seconde espèce disparaîtraient • 

45o. Résultais de l obseivation, — La. \ar\3iiion delà 

♦ 

UautcuiT barométrique due au .flux solaire redevenant 
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chaque jour la même à la même heure, ce Jlox doit se cou- 
fondre me la Tariatioa diurne sans qn^on puisse Fen dis- 
tinguer. Mais il a^en est pas de même des Tariatioiis baro- 
métriques dues au flux lunaire, qui, se râlant sur les 

heures lunaires, ne redeviennent les mêmes aux mêmes 
heures solaires qu'après un demi-mois lunaire. Laplace, 
en discutant les expériences exécutées par Bouvard à TOb- 
senratoire de Paris, aux spjgîes et aux quadratures, du 
i*' octobre t8t5 au i** octobre 1823, en remarquant que 
lesHux partiels luua lies dépeiidciii île ilc^linaisou de la 

Lune et de sa parallaxei a troavc ^ de millimètre pour 

l'amplitude du flux total et 3 ~ heures pour Tinsunt de 

son maximwm du soir aux sjzygies. Il a pris pour point de 
départ la formule empirique du flux de la mer que nous 

avons donnée au paragraphe préréfîent, et il a reconnu 
que la proitabiiité avec laquelle les ol>servatioas de Bou- 

▼ard indiquent un flux lunaire aimosphérique est de 
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CHAPITRE vin. 

DU MOUVEMENT DES CORPS CÉLESTES AUTOUR 



§ 1. — Do KOUVEMBIfT DE LA TwiEB AUTOUR DE SQX 

CBflTKB SB G&AVITÉ» 

156. Les pliéaomènes relatiiâ à la prëcession des équi* 
noxes et à la nutatioa font reconnaître que la Terre, dans 
son moayement de rotation autour c(e son centre de gra- 
vité, ne tourne pas constamment autour d'un aite fixe dans 

son intérieur, mais autour d*un axe instantané <jui se dé- 
place avec une extrême lenteur. 

Ce déplacement de la ligne des p6le8 peut-il être attribué 
à ce que, dès Toriginey l'axe instantané de rotation ne 
coifncidaît pas exactement avec un axe d'inerde? C'est 
ce que nous allons d'abord examiner sans faire inter- 
venir Taciion du Soleil et de la Lune, eu supposant, que 
l'angle formé par ces deux droites reste constamment très- 
petit, conformément aux résultats des n^esures giéodésîques 
d'après lesquelles la ligne des pôles diffère peu d'un axe 
de symétrie ; nous déterminerons en môme temps les con- 
ditions auxquelles doit satisfaire le mouvement pour qu il 
en soit ainsi* 

157. liec/ierches relatives aux conditions initiales du 
mowement de la Terre, Soient : 

O le centre de gravité de la Terre (^^. i) ; 
OXf Ojj O2; les trois axes principaux d'inertie passant * 
par ce point ; 

A, B, C les moments d'inertie correspondant respective- 

mcDt à ces trois axes: 
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pyÇftleê eompoeantes^ suivant les mêmes axes» da la ro- 
tation iQsUDUn^y positives on n^atives lonqa^ellw 
auront Uea ou non de la droite vers la gauche, pour 
l'observa tear couché suivant ces trois ilirectiuns eu 
ayant les pieds en O j 

OX, OY, OZ irois axes rectangufaires de direction fiie 
dans l'espace passant par le point O ; 

9, d les angles que forment Ox avec l'intersection 
des plans xOjy XOY, avec OX, et Oz avec OZ, 
ce dernier angle éiaiu également celui ^iic forment 
entre eux les plans a; Ur et XOY* 

. Nous supposerons que XOY repréiente le plan de Té- 
cliptîque considéré comme fixe. 

La compo^iante r, étant sensiblement égale à la rotation 
de la Terre, sera très-grande par rapport k p et (/^ dont 
noas> négligerons dès lors le produit. Celle des équations 
des moments qui se rapporte k Taxe Oi? ou 

montre par suite (*) que là rotation r peut être considérée 
comme constante. 
Les deux autres équations du mouvement sont 

A^+(Br-C)yr = o, 
et ont pour intégrales 

(1) /» = ^sin(«^ 4-9)9 9 = Mcos( A/ + s)f 
en posant ' 



/(C — A}tC~B) , /A — C A 
et désignant par A et e deux constantes arbitraires. 

(* ) r<tre« moo Traité de Cinématique pure, p. 3;|4. 
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• Si la valeui: de a est i eeiie ou «i C est le plus petit ou le 
plas grand des moments d inertie, p elq resteroiii toujours 
très-petits; dans le cas contraire, les formules renfer- 
meront des exponentielles, p et q croîtront indéfiniment 
avec le temps, et Thypothèse du point de départ ne sera 
plus admissible. Ou voit ainsi que« en raisou de l'apla- 
tissement de la Terre aux pôles, Oz ne peut correspondre 
q u'au plus grand nkomen t d'inertie p ri nci pal . 

'On a, par la composition des rotations (^), les équa- 
lions 

— ^ = (/» sin f H- ^cosf )cot« •+■ r, 
^ = — /jcosf +ysmf, r = — ^ H- cosG. 

De la première on déduit» eu négligeant p ctq devant r, 

♦ 

<pa étant une. constante arliitraire.; en portant celte valeur 
dans la seconde équation, puis int^'rant et désignant par A 

une autre constati Le, il vient 

" i^r'Iir^ cos r - « j / — - i]. 

On voit d'après cela que si k avait une valeur sensible, 
)eé pôles, intersections de l'axe instantané de rotation avec 

la siiilace de la Terre, exécuteraient sur celte surface deux 
espèces d'oscillations dont les périodes respectives seraieui 

tir 2r A 2 77 '>.7r 

OU - • — î 



a r — a C r {j.A — C)r 



( ■ ) Voyet mon Traité de dm ma Uqut* pure. 



0 
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en remarquant que, Â élanl peu diii'éreut de B, on peut 
prendre 




Le rapport^ étant très-voisin de l'unité, la première pé- 
rîode serait seusiblement égaie à ou à un jour, et la se- 
conde à ^ ou à une demi-journée. Les observations les 

plus précises n'ayant jainais accusé de vaiintirm de ce 
genre dans la hauteur dupole, il faut en conclure que k 
est insensible, et que par conséquent les oscillations de 
Taxe terrestre, dépendant des conditions initiales du 
monvement de la Terre, sont depuis longtemps anéanties, 
et qu'il ne subsiste que celles qui ont une cause perma* 
nente. 

Ainsi, sans l'action combinée du Soleil et de la Lune, 
résultant de sa non-sphéricité, le sphéroïde terrestre tour- 
nerait constamment autour de son plus petit axe d'inertie. 

Mais cette cause perturbatrice ayant une très-laible luien- 
sité et étant périodique, les déplacements éprouvés par rap- 
port à cet axe par Faxe instantané sont très-faibles, et la 
vitesse angulaire ne subit que des variations très-petites et 
périodiques. 

1^. Du mouvement de la Terre, en i^ant égard à 

l'attraction fin Soleil et de la Lune. — Nous pourrons, sans 
Ci reur appréciable, supposer que les masses du Soleil et de 
la Lune sont concentrées en leurs centres de gravité rcs- 
pectifSf puisque d'une part les dimensions de ces corps 
sont très-faibles par rapport à leurs distances à la Terre, 
et que de Tautre ils sont sensiblement sphérîques. 

ISous devrons tenir compif? dp la variaiioTi de position 
qu^éprouve l'écliptique, correspoudant à une réductiou 
séculaire de son obliquité, actuellement équivalente â 
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48 secondes, mouTement mo fois plus \cm que celui déjà 
si lent de la prëcession. Ce déplacement est périodiqtie; 
mais, en raison de son extrême lenteur, ou peutie eonsi- 

dérer sans grande erreur, pour une trcs-longue durée, 
comme uni forme, ou encore, avec une plus grande approx^« 
mation, comme uniformément yarié. Nos observations 
lODt d'ailleurs trop incomplètes pour fisér la grandeur de 
la période, et nous ne pouvons que préciser les valeurs nu- 
mériques des coefficients des premiers termes du dévelop- 
.pemeut suivant les puissances ascendantes du temps, 
approximation qui est bien auifisaote pour une période de 
onze à douze siècles. 

Nous prendrons pour plan XOY le plan de Fécliptique, 
relatif À une époque antérieure déterminée prise pour ori- 
gine du temps, et nous compterons la longitude à partir de 
i'équinoxe du printemps correspondante, par laquelle nous 
ferona passer Vajt OX. 
Soient [/i^. 2 1): 

0)9. la position que prendrait en faisant tourner 
dans son plan Tangle xOjr autour de son sommet, de 
mani^ Ijue Ox vint à coindder Avec O;^; 

^ss— *^9i9=r^ sin9 les composantes de la rotation 

instanianéti suivant O;^, On ; 

Olt^, 0\L^^ les moments des forces perturbatrices par 
rapport à O^^ O O r ; 

n la viiesse angulaire moyenne de la Terre autour de 
Taxe principal O -S, qui ne diffère de r et de I.i roia- 
tion instantanée que de quantités très*petites de 
Tordre ^^^^ ^^^^ néglige* 

rons les produits et les secondés puissances. 

On a, par la composition des rotations. 
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et pour 1^ moments des quantités de mouvemeDt anioar 
deOo;, Ojr, 

.Bç =s B (tjCQSf — ;ifsÎDf ). 
Les moments pareils relatifs à O^, 0)9. sont par suite 

Or, les axes mobiles O^» Oj^ se déplacent en vertu 
des rotations x? — Y}cot0 autoor de leurs directions pro- 
pres (*), rotations qui sont du mètxie ordre de grandeur 
que p et ^: et comme . le moment total des quantités de 
mouvement représenté par la droite OM (**) ne.dîilière en 
grandeur de Cn et en direction de Ojs que de quantités du 
même ordre^ la vitesie d'entrainement du point M aura 
pour composantes 

Cirn, suivant Ox» 

— C/?x» suivant Oîj. • 

• ' * a 

On, a donc, en exprimant que la viteçte' absolue du 
point M, estimée suivant Ox« On» est égale ta moment des 
forces estimé de la même manière, 

dr (AH-B) . /A — B\, . n ^ m, 

jlx — —j— J(nsm2ç4-XC082y)J-4-C/i>î==31U;f, 

^[^ ^^^^^ -^(^-^)(X«nay^ncos2y)j-»C^=0rL,,. 
Garle mouTement de ces axes est défiai par les rolalioDS 

f 

H- ~ Bin 9 aotoor do Oq, . 



^ aaloar d« OZ on 



dt 

— 4^oos0 autour de Os. 



(**) Yoyes, poar l'interprétation de» équations de la rotation des corps 
aoUdeft, non Trtùté de Cùùkuui^ue pure, p. 347. 
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Or, n et X éum indépendants de l'angie on voit que 
I^on peut supprimer les termes ep sinus jet cosinus de 3^ 
qui n'introduiraient dans le déplacement de l'axe terrestre 

que fies termes dont la périodicité serai i journalière, et 
dont 1 observation n'a pas conslaiti 1 exisicncc. Il résulte 
de là que la dillérence A — B est très-petite, ou que la 
Terre, étant à fort peu près un solide de révolution, d'après 
les mesures géodésiques, est en même temps composée 
d'éléments matériels à très-peu près distribués d'une ma- 
nière uaifornke. 

En appelant Â' la moyenne des moments princi- 

paux d'inertie relatifs à l'équàteur, il Vient 



A'^ rHCilD =311/3^, 



Les mouvements déterminés par les rotations n et étant 
tcès-tents relativement à la rotation n autour de Oz^ les 

dérivées ^9 ^ sont très-petites comparativement à vi^ 

et Ton peut ainsi écrire 



Telles sont les équations dont nous ferons usage dans le 
problème qui nous occupe. 

159. De r action du Soleil. — D'après le fiG, l'at- 
traction du Soleil donne lieu, par rapport à Ox, Oy^ aux 
moments 

«■ ' a* 
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formules dans lesquelles m représente la iiiai>îie du Soleil, 
X^X^ ^ ^ coordonnées p^r rapport à Ojc:, O/, Oz, a sa 
distance itiûjetine à. la Terre. 
Soient {^fig* 22) : 

nMa vitesse angulaire moyenne du Soleil autour de la. 

■ Terre j 

x'^ y ses cbordonnëes parallèles à Q;^, Orr^ 

h le rapport de la masse de la Terre â celle du Soleil; 

y(in le cercle qui représente Téquateur sur la sphère d'un 
rayon égal à runité ayant pour centre celui de la Terre -, 
le cercle qui représente i écliptique fîxe^ et dont 
Féquinoxe du printemps est en 

;^'S l'écliptique mobile* coupant le eercle précédent au 
point N;' 

S la position du Soleil j 

SQ sa latitude ; 

\ = — NX la longitude du nœud descendant N, comp- 
tée à partir dé rorigine X ; 
A =XP la longitude du Soleil; 

I rinclinaisoii trt^s-petite de réclîptitjue mobile sur Té- 
cliptiquc vrai, dont on négligera le carré ainsi que 
. le produit par <fr = ^X« 

On a 

. m (i 4- À) ^ d*oik m = r » 

^ 3«'« (C — B) ■ ^ 3//^» (C — A) 

. 0ILj^r?dR/,GOSf — SK/^sinip» arr= jr'oos^ +/'sinf, 

■ • ' 

t^^^ = dll<,sîof H- 0IL^cosr» cosf — jb^ siq f , 

d'où 

OIU == i — ' a*' 
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en laissant 4e c6të Jes termes përlodîqnes en ainc^ et 
cosff. Kous pourrons négliger h qui n est guère que ^g^^* 

et le lom se réduit à calculer x\ y\ z en fonction des 
coordounées astronomiques du Soleil* 

Si Ton néglige de plus le carré de Tangie S^Q» on 
peut considérer xQ . comice ^al à ;(P ou à A +ip et 
écrire 



On a de même, pour la projection du réyon OS <mQP 

sur la pcipendiculaire Q^J à 0^ dausle plan de Véclipliquc 
fixe t • . K 

a8in(A-^4')* ' ' 

« 

et pour la distance du point S & ce même plan. 

OSsîoSP = a sînKP.i Al sin (A > ), 

d*où l'on déduit facilement 

y s: â [sio (A H* 4> ) cosd -h f sin (. A X):8ÎII Oj/ 

z' =:ii[sin{A-i-4')sinO — /sin (A— -X) ces 9]; 

■ 

par suite, 

3flL;f = - «"(C — A')[asin0cosÔttn>;{A ^) 



<4) 



— <cos26cosX+icosaOcos(2A — X)], 



3 

art, = — - it"(C — A')[sine sin a (a h- ^(;) 



^ r G0S8 sio (!i A— X)-hioosdsinX] ; 



ou, en laissant de c6lé les termes périodiques en sinus et 

cosinus de l'angle A = ou de ses multiples, donnant 
lieu à des déplacements annueif» que n'accuse pas 1 obser- 
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vallon, 

l =a ^ «'3 (C — A') (— cosaS.icosX 4- sio ô €ot»ô;, 
(5> \ \ 

^ Ton porte «e» valeurs dast les éguaiionA (a), on irouve 

ysr-ii'*^— -'eosO.IsmXs 

2 Ln de 

En négligeant les inégatités séculaires de réclipiique 
ou r, y éiant nul, ô resterait tonâtaiit. Si nous désignons 
par Q' celte constante, égale, si l'on veut, à la valeur de B 
4èm8poildant à l'or%ifie du iMpty noM fioumd9, sans 
orrair sensiblei mnplacet ^ pnr ^ ma les aigares sin 
coa^ 0< ii«Étt jfosmnay ediniim« jam»Và^m% dit au n"" 

g et étant deux constantes numériquement très->£sibles. 
Hm* obtieAdMia ainsi 

d'où, pour la mesure de la natation due à l'action du So- 
leil, 

^ ij 3 (C— A') «f» 

puis 

. 3 rc — A') , 

u = sin9' = - (— i:^ COS2Ô' + sin0'cosr ), 

et par suite pour valeur de la précession correspondante, 

aa. 
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i60. Dé Vactian de la Lune. — Pour «calculer l'in- 
fluence de la Lune sur le mouvement de la Terre ou peut 
faire usage des formules (6)^ eu y changeant le signe de 
suppQsant ensuite que.i et X représentâiit rinclioaison i| 
de Forbe lunaire sur rdcliptiqne et la longitude du n<jead 
descendant Nj^ il faut de plus introduire au dénominateur • 
le 1 acteur i-i- /ii, désignant le rapport de la masse de 
la Terre à celle de la Lune, qui 4i'est plus négUgeaWe, 
et changer 0 en 6^. Si donc n', reprësenie.la vitesse angulaire 
de la Lune autour de la Terre, on a 

3 IC— Al 

n A - a'? TT^-ï (cosa^' . i, cosXi 4- »in 0' cos 0'), 

. 2 • Cii{i + A,) . .. 

3 {C^k') ^. .\ 
• * a * Cn[\-\-hi) ^ 

L'emj^oi de ces foruuiles suppose que iV est Irès^peftit, 
et, en effet, l'obsenration fait reconnaître que Tincli- 

naison I de l'orbe lunaire sur l'écliptique vraie est très- 
iaible, qu elle est sensiblement constante et égale à 5^^', 
d*6ii il suit que Ton peut effectivement négliger le carré 
de li. . 

Pour exprimer i'i en foncdon de I, soient Ai la longi- 
tude XP de la Lune L; N,, N| les nœuds de l'orbite lu- 
naire sur l ëciiptique fixe et l'écliptique vrai; STintersec- 
tion de LP avec ce dernier. On a, en négligeant les termes 
de second ordre^ 

LP = i,sinN,P =: sin( A, — X,) . f „ 

LP £= LS — SP Isiu N, S — /sin NP I sînN^P — / sinlïP 

= lsin(Ai — X,) — i$in(Ai — X); 

égalant ces deux valeurs, puis supposant successivement 
At :k o, Al s= 90^, ou trouve 

/isinli = Isin>i — i sinÀ = Isin A, — gtf 

f|COSXi=::ICOSXi — iC0sXs=:IcoS>| — g*t. 
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D*autre part^ la longitude du nœud diminue^ d*an mou» 
vement sensiblement uniforme, d*une circonférence en 

18 I ans environ. Si donc on désigne par et la vitesse angu* 
iaire dû nœud, et par )^ une constante, on peut écrire 

et il vieni, en posant '-r- = r^û», 

*i = sin fi' ^ = - ^^^^••[sin fi' cosfi'H-cosa fi' . I cos(aM-X.) 

fil 2 ' fi 

d'où 

f , 3«'»<C— A') / COS2Ô' I . 

1 i wlfCOSfi'H r-r>-*-SinXj 

k ^ a Cn \ , sinfi' a 

1 e'cosafi' t*\ 

161. JHésultat des actions siniultanées du Soleil et de 
la Lune. En réunissant les termes résultant des actions 
du Soleil et de la Lune, on a, pour les déplacements 'de 
Taxe terrestre dus à la simultanéité d'action de ces deux < 
astres, 

I b= î— icosfi' (H-«»)<H «IsmXi 

i 2 Cn L * 

(7') ) -^'coiafi'.(n-*.)^j, 

3 , (C— A') 1 , , . r \ 

ô — ô' = ~/i » - — : ' cobô 0» -cosX, — ^(i o>) - . 

a 0« L * ^ J 

Si Ton néglige les inégalités séculaires de Tédiptique, 
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(7^ 



^ ^ Sii'*(C— A') ^ IcosX, • 
0. 0^=^ ï-_ — 1 cos6^.» 



9 



Concevons une droite OA parlant du point O et qui 
fasse constamment i'angk avec la peirpendicniAir^ ÛZ à 
Técliptique fixe, en tournant autour de cet axe avec^Ia vi- 
tesse angulaire 

les déplacemoiiis de !'axe OB de la Terre par rapport à 
Taxe moyen OA seront donues par les formules 

f =,S«" 7^ cosO'eotae' 

C/i « 

^ ^, 3ii"(C — A') ^, ï . • 

â ^ 0'= , i— COSÔ' - COSA,. 

a Cff a 

Le pôle yrai B est ainsi animé par rapport au pôle moyen A 
de deux mouvemenu rectangulaires périodiques que Ton 
peut considérer comme rectilignes^ et qui sont complé- 

meniaii es c i d annilltude différente. Il d('('i'it donc par 
suite autour de A une petite ellipse dans le même temps 
que les noeuds de Torbite lunaire accomplissent une révo- 

lution, ou en ib ans L'un des axes %a est dirigé vers le 

pôle de Técliptique, et le rapport de ratttreJtXQ au pré- 
cédent est donné par la formule 

h ( OS :>. G' 



a sin9 
» 

cette ellipse a été observée pour la première fois par 
Bradley, à qui on doit la découverte du phénomène de la 

nutation. 
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Dçnnant à 6' la valeur connue 

on trouve pour le rapporl ciHlefiiM 

b 



robservadon donne 



chiffre qui diffère très -peu du précédent. 

Si maintenant nous laissons de côté rintlueiice de la 
rétrogradalîoa périodique des nœuds de l'orbite lunaire, 
pour ne nous occuper que des déplacements séculaires, il 
vient 

162. Déplacements de l'axe rie la Terre rapportés à 
Vé&iiptiquç vraïa^ — Pour. comparer la théorie à l'observa-» 
tim^ il faut riqpporter les déplacements de Taxe de la 
Tefre à l'éclipiique vraie« 

Soient: 

0 rinclinaiaon de l'équateur sur Técliptique vraie ; 

X = ^ la longitude de Téquinoxe vrai prise en 
valeur absolue^ 

Le triangle spbérique xx'^ donne 
cose = cos(0 + } = cosd cosi + sin 0 sio i cos( 4» + À 

OU) en ne conservant que les deux premières puissances 
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et enfin en remplaçant dans le second membre ÔQ par sa 
valeur obteoue en négligeant les termes da second çrdre, 

(9) e = e » rcos{f ^ ^] ^. 1! ^n*{^ + >)cote. 

Le même triangle don ne 

«n A mi A — sin(4> + X)sini _ — isin(4>+>) 

sine sinO — icosOeos(:|> -f-X) 

ou 

» 

(10) 4=-; \-T ^ ^- -r— 

Enfin on a, en considérant le triangle rectangle XX'Xr'i* 
tang(4> — V) =: — ^ = tangAcosQ = Aeo$9, 

I* 

(u) Vs=:4» + /sm(]|» + X)<x>tO+ -sina(;[;H->)cot'C. 

Nous avons dû conserver le carré de i dans les valeurs 
de (à et puisque nous poussons ^approximation jusqu'aux 
fermes dépendant du carré du temps. Par la même raison ^ 
Qous devrons employer pour islnX et icosX des expres- 
sions de la forme 

I sinX = f r -f- t oosX = g't -H S 
k et A' étant 4^ux nouvelles constantes j et en posant 

(12) ç = j^''.£^cose'(i+5.), 

il vient 

= ^'<»oot28.'), 
2 
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el enfin 

Y = ( ; 4- g col ô' ) / 4- (^jl^, gg' col' - ^ cet ô'^ 

(i3) eî=e'— h- i ^'cot9'4-A'^**. 

163. Fornudes numénques* — D'après Je sens suivant 
Itqnel les angles ^ eiHf sont comptés, le mouvement des 
ëquinoxes sera rétrograde si les angles croissent avec le 
temps, et c^est efiêctivement ce qui a Ken* La grandeur 

de ^, qui dépend des moment» d'inertie de la Terre, 
ne peut être déterminée que par Tobserv^iion, Ëii pre« 
nant pour plan fixe récliptique du commencement de 
Tannée 1750» fixant à cette époque Torigine du temps, 
l'unité de temps étant Tannée jtkltenne de 365j,a5, 
Bessel a trouvé Ç = So'^jSjSj 2 pour la précession rtlaûve 
à cette année, et 6'= aS^'dS'iâ^^ De plus, on a d'après 
Laplace 

«A = 3,35333, 

et, d'après Bouvard, 

^ = o",o663i4, gr'=50%4569i7, 
= — . o",oooo I b65i^, k' = — o' ,000005^4 ' » 

valeurs qui peuvent convenir avec une assez grande a[>- 
prozimation pour une période de 1000 à 1200 aas avant 
et après 1. origine du temps, en supposant t négatif dans le 
premier cas. En faisant ces substitutions, il vient 

a := 23°aô' iS''4- o'',oooo8ooi /% 
il^'ss 5o'',37572i — o'',oao 10905/*, 

e = 23*'28' i^" — o'',45692/ — ©",000002242 r=, 
^ = 5o'',223oo/ 4- 0,000^71*. 

L'obliquité moyenne de récliptique pour 181 3, conclue 
des solstices d'été de cette année el de sSi :i et 181 4> observés 
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à Paris, en prenaut leur moyeu résultat et ^'^^o pour le 
coeffi^ieol de natation^ a été trouvé égal à 

valeur qui dillère peu de celle 

uile des formules précédentes en y supposant L ^ 6^,5. 

164. Jntwiabilità de dmr&e de la rolalCoit d» la 

Terre, w \^ rotation du globe terrestre donnée par la 

foi^mule 

< ' ▲•^B dit, 

serais GOostante d*une manière abaolaei s'il afiectait la 
forme d*ttn solide de révolution, puisque l'bypothèseA^B 

donne (5G)0TL, = o. Il est facile de voir qu'il en sera en- 
core de même en supposant que les trois moments. d'iner* 
tie principaux soient inégaux* En effet, on a 

cl p(j lie renftîrine (juu des termes périodiques comme le 
mouvement de rotation de la Terre, et sur lesquels la longue 
période de ;^ et y) ne peut pas avoir d'influence sensible par 
l'intégration. On peut donc supprimer- de l'équatioft cî- 
deesQsle terme en pq. Quant à considérons par exemple 
celui de i>es lermes qui dépend de 1 action du Soleil : on a 

j7-=(/'* — 4j'»)sînf cosf -hj/y cos'f. ^ 

Les termes qui constituent ont des périodes beau- 

coup plus longues que ^ , par conséquent xy ou ne dé* 
pend que des termes dont la période di Are peu. de celle de 

la rotation de la Terre et dont riniluence est insensible. 
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Ainsi donc l'attraction du Soleil et de la Lune ne peut 
avoir ancune influence sur le.mouvenienl de rotation de la 
Terre. 

165. Précession annuelle et longueur de Vannée équi'* 

noxiale, — La prtxession annuelle est la diiTérencc des 
valeurs de ^ pour les valeurs £ et < + 1 ou 

5o%223i I -4- o",oooa3a74'« 

L'année sidérale est consLante et égale. en jours moyens 
à 365j ,256374) et peodant ceiie période le Soleil parcourt un 
arc de 36o degrés; on déduit de là le temps employé pour 
décrire Parc de précession ci-dessus; en le retranchant de 
Tannée sidérale et appelant |x le nombre de siècles écoulés 
depuis 1^50, ou trouve, pour la longueur de Tannée 
équinoxiale, 

365jta4i9 oj,ooooo66â5 
qui diminue ain$i à peu près d'une demi-seconde par siècle. 

166. Mapport des moments d inertie de la Tetre, 
En continuant à prendre pour unité de temps Tannée ju- 
lienne, oii aura 

n' 

/!'=;: 359°,9^3I, -- = 0,0027303, 



et comme 

5 =:5o*,37573; 

la formule (la) donne 

— — — = o,oo325Gâ,« 

et, en négligeant le cube de celle iVactiuu, 
C — A' C— A' C C — A'/ C-A'x 



* * 
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D'après les n**' 99 et 104 oa a 

Jr .ùà}dk 
n 



0 

d'où Ton dëduît pour l*ap1aiÎ5sement dé la Terre^ en se 
rappelant qaè 9 == » 

E = o,ooi^3oi rf- o,oo3256i ^ — | 

or, en appelant la densité à la surface, pn a 



» 



d*où 



5 Ç\kUIi.=z^'^ f ^'5^'^*» 



Sj ^à^dk-^sj pA«rfA=J* A*(I— A') ^^rfA<0, 

attendu que a <^ i et que la densité allant en décroissant 

du centre à la surface, ^ est négatif. On obtiendra doue 

une limite supérieure de £ en y remplaçant le rapport 

3 ' 

d^int^rales du second membre par ^9 ce qui donne 

o.oo36838 ou • 
JN'ou» avons vu d'ailleurs que 
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* 

On « donc pour TaplatUMmeot deox limîtet^U limite 
supérieoM ^jaà. résulte dit phéaomèùpjàe le prëoenion, ne 

diâère pas beaucoup de la valeur ^ que Fou attribue gé- 

néralenient à TaplatissemeDi de la Terre. 

i&7. Variations séculaires du jour solaire. — Suppo- 
sons que Ton imprime au Soleil et au plan de Téquateur 
un mouvement égal et contraire à celui de ce plau rendu 
par suite fiie; le jour splaire se râlera sur le mouvement 

résultant du Soleil, estimé parallèlement à l'équateur et 
combiné avec la rotation de la Terre, Ce mouvement aura 
lieu dans un plan mobile dont la position sera définie à 
cbaqne instant par son inclinaison B sur Téquateur» et par 
Fangle A. 

Soient (Jig* 22) : 

u SIS XQ) Tascension droite et la déclinaison du 

Soleil comptée à partir de Tintersection ^ de réclip- 
tique fixe avec l'équaléur ^ 

- ' A| =s 1^1 = S;^' les distances du uœuddescendantJN 
et du Soleil à Téquinoxe du printemps. 

Le triangle rectangle S^'Q donne 

taog(» — A) rscos6tangMi9 

et le triangle rectangle PNS 

tang((» — ^ — X) = cos3k tang (pi + A), 

d^oùy en développant suivant la formule de Lagrange, né* 
gligeant les puissances de X supérieures à la seconde et 
celles de tangB supérieures à la quatrième, 

«a= A-f-»», — tang' — smai'L-h - lang* ~ smi»'»! 
r,= — A, — 4^ — l + i'H 8in2{<» — 1^ — X), 
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et, en faiiantaUtractioii des tennei périodiques ilépendani 
de Ja rotetien «iiitteUe da Sokil aaUmr de le Tem^ 

Le triangle xN)^'doii]ie 

«ifie ' 
d'autre part on a^ d'aprèa le n'^ 162, 

0 ss e 4* «cos (4» + À ) — ^ sin'(4r -4- X) cote, 

en remplaçant, dans le terme exiP^ colQ par cot0; d^o» 
sûi A, = iiB(4» -hX} H- »cos (4p +X}6ose 

— - siD^(^+>)cot'e - cos' (4» -h X) I , 

et enfin 

Al == — I ♦ 4- X 4- sîn 4- X) l^/cote — ^ cos 4- X) J j- 

On déduit de là 

= p 4- sin ( 4» 4- X) |/i cot» — coa(4< 4- X)J» 

ii=A4-«'-l-Mn(4»-l->) l^ï cote — ^ros(4»4- X)J; 
et, comme nous avons trouvé 

Sine 

il vient 

e /' 

u = f — f sin (4» 4- X) tang — — — sin(4« 4- XJ cos(4» 
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f sio (4» -4- k) = -h /'(^'t 
i8iii(4» -|-X)co»(4 H- X) =^^/, 



*donc 



On peut, en négligeant le» ternies périodiques. sup}>oser 
v = «'f- cl si l'on désigne par S Fasccnsiou droite du boleil 
comptée à partir d'un méridien déterminé de la Terre^ oti 
déduit facilement de ce qui précède que 

{i4) S=(it— «')'-l-firnanfi|H- /»(^Ç-h/ -^tang^jtangî^. 

■ 

Le jour moyen sera rinlervalle pendant lequel cet angle 
augmentera de 36o degrés. £a négligeant le carré de cet 
intervalle que nous désignervns parx, et posant 



on trouve 



36o" = ^/î — «' 4- ^ Ung ^ j .r H- 2xfH. 

L'unité de temps étant arbitraire, supposons qu*e1Ie soit 

prise égale au jour moyen en iy5o. On aura x = i pour 
t = o, et par conséquent 

36o = « — n' -^gt tang — 

La valeur de n' donnée par Tobservation et rapportée à 

celle dernière unité est 

V = 0^,98661. 
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La valeur de ^ donnée plus haut, se rapportant à Tannée 
julienne, devra être divisée par 365, a5, ce qui rendra le 

terme g tang ~ complètement négligeable. Il vient, par 

suite, pour la rotation de la Terre correspondant à l'unité 
de. temps adoptée, ^ . 

Il ^ 36o«,9856i, 

et pour le jour sidéral exprimé en fraction du jourmpyen, 

Après avoir divisé les valeurs numéricpiés de ^, ( 

par 365,^5, et celle de k par le carré de ce nombre, aflo 
de les rapporter à la nouvelle unité, on trouve 

Posons . • * 

fi représentant le nombre de siècles écoulés depuis 1750, 
la grandeur variable du jour moyen sera 

0,7328 
/ ^ 10" 

ce qui montre que sa diminution séculaire sera presque 
insensible* 

Si T mesure le temps en jours moyens, on a 

S = 36o°T 

et, d'après la formule {i4)» négligeant le carré de f — r, 

10*. (36625)' 

Le temps n*est donc pas rigoureusement proportionnel à 
cette mesure; mais il s'en écarte fort peu, et Ton pourra 
sans incfmvénîent négliger la différence, excepté dans l'é- 
tude du mouvement de la Lune, à cause de 5^ rapidité. 



Digitized by Google 



DE MÉCANlQtt CÉLESTE. 353 

IW» fie V influence dfis piciUaUons de Ju mur .-sur le 
miomfenkmt la Terre autour de son centre de graykè* 
Nous avons supposé dans ce qui. précède que la Tepra 

ne formait qu'un seul et même corps solide ; il nous reste à 
examiner maluieiiaiil 61 Ic^ i tsuluib auxcjuels iiou» sioaiiiie^ 
parvenu ne sont pas modifiés d'une manière bien sensible 
. par les oscillations périodiques de la mer, dues aux attrac- 
tions stmiiltanées du Soleil et de la Lune. 

Nous remarquerons en premier Heu que F accélération 
(r«'itli\iiiH.'inent de ( li,i(|UL' parUculr de la mer est la résul- 
tante de 1 accélération due aux forces «|ui la sollicitent, 
de raooéléf'atîon éentrifuge Composé^ et de raccélération 
relative oscillatoire prise en sens contraire. £n d'autres 
ternies, les équations du mouvement résultant d'une mo- 
lécule de la mci suai les mêmes que si elle faisait à chaque 
ÎTistanî corps avec le noyau tcrreslie, en la supposant sol- 
licitée de plus par la force centrifuge composée et par la 
force d'inertie due au mouvement relatif oscillatoire. 

Les termes dus à la forcé d'entraînement et aux atirac* 
lions du Soleil et de la Lune peuvent être calculés sans 
erreur appréciable, comme si la surlace d'é(|iiil 1 »i < «Ir la 
mer n'éprouvait aucune variation sous l'action de ces deux 
astres, et dès lors A, B, C dont, ils dépendent représente- 
i*OBt les trois moments principaux d'inertie du système 
invariable formé par le noyau terrestre et la mer suppo- 
sée à l étal (l\ (]uiribre ci-dessus. 

li nous reste donc à c omprendi e dans les termes de «^1^;^, 
^ïl^, des formules (2) du n'' 158, les momenU par rapport 
à Ox» 071 de la force centrifuge composée et de la force, 
d'inertie dans le mouvement relatif, calculées avec Vap- 
pruxiiuaiioii ci-dessus déCnie, c'est-à-dire comme si la sur- 
face d equiiibrp de la mer n éprouvait aucune vailaiiuii 
de forme, en se rappcTlant que les actions mutuelles de la 
masse entière disparaissent complètement dans les mêmes 
formules. 
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D'après le n? 133, les composantes des forces précé- 
dentes, suivant la méridienBe «C le paraltèle, sont, pour 
la molëeule de masse m, 



/du 'Pi'X 

{a) -^^«Hsr-^Â^j"'- 

La première se décompose en dem antres, 

Z»--( a/ifft — — ) V* — suivant O 

Des-cpmposantes (a) et (^) on déduit les suivantes : 
X^~(^2«f* ^-+--^jsin(o-Hy)iii 

-i-^2«^^ — fAcàs(w-hf)«... suivant 0%, 

I — — -^j- 1 ptî>in(ci-|-«j>}/// ... suivant Ou. 



suivant )a trace du méridien 

sur réquateur. 



Enfin les coordonnées de m suivant O/, 0% Oz sont, 

eu continuant, comme au n° 133, à prendre pour unité le 
rayon moyen de la surface; d ë(|uilibrc de la mer, 

jc y i w- COS ( 81 4- w) , 
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et il vient pour les momento, par mpport aut mêmes axes, 

/ • (if d'it \ . , ' \ 

^^'f* Si -"Sir + 

V''^^ ^ J 'l" ^) 

f ^ suivant On^ 

pour avoir les portions de 5*1*^,, 3TL/^, .m^, rektives awt os- 
cfllaHonsdela mer, il faui Ja somjiK' de ces expr^sisioiis 
]U)ui [()uf( s les iiïoiecules de la masse llmde. Or, eu raison 
de leur pcûtesse, on peut calculer u et M comme a«Xrii<>> 433 
et stiivants» c- est-à-dire en négligeant les dépla<^ements àe 
Fequatenr terrestre; on peut de pl«8, ainsi qtf'on l'a fait 

aux numéros précites, Mippu^ir (|iu' ers (K-pIarcinrfKs uni 

la môme valeur pour tous les points de la Cûuebe Uuide 
«tués sur un même ra^^n lors de ré<piilibre^ ce qui revient 
à ppeudre . , ^^ 

y continuant à désiejner la joolondeur de la mer dont la 
densité est prise pour unité. Ou a ainsi 

, '/ du d'v\ , 1 

/ du , 1 
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Cesexpreftsions, ^ raison do facteur Irès-petil y, sotitellets» 
mèmés Irès'petites par rapport â ti et f>, ou sont du même 

ordredegraudcin que la surélévaiion z de la mer. Concevons 
que Ton remplace u par leurs valeurs (6) du n** 145^ 
en remarquant que f dilTère trèftrpeu de /z/. Les moments 
ci-dessus se composeront dé termes périodiques dont la 
plus longue période correspondra a Tare {n — Pour 
les oscîllalious de la prcuiière espèce, i étant irès-pelit par 
rapport ^ la plus longue période sera d'un jour environ, 
et n'aura «insi aucune influencé sur la précession et la 
nutatton.^ Il en sera dè même pour les oscilla lions de la 
troisième espèce, en observant que i difil^re peu de an. 

Quant aux oscillaiioiis de la seconde espèce, n — /'ne 
dépendra que du mouvement annuel du Soleil autour de 
la Terre, ou la plus longue période des termes de 011/^, dll^ 
sera d'une année environ, et n^aura ainsi aucune impor- 
tance sur le pbénomènel' 

De la même manière ne produira aucun changement 
sensible sur la moyenne rotation de la Terre. ' 

Les mêmes considérations étant applicables à Tatmo- 
sphère, on voit que les phénomènês de la précession de$ 
équinoxes et de la nutation sont exactement les rnémes 
que si la mer et l atmosphère for nLaient une masse solide 
avec le sphéroïde quelles recouvrent. 

Nous remarquerons enfîn que les vents alizés soufEant 
entre les tropiques d*occident en orient» dus au mouvement 
que la chaleur solaire imprime è Tatmosphère, malgré leur 
action couiiiiuelh- sur la mer et les nioiiiagnes qu'ils ren- 
contrent, les tremblements de terre et eu général tout ce 
qui peut agiter la Terre dans son intérieur ou à 8i| surface, 
n*ont également aucune influence sur le mouvement de 
notre globe, puisqu'ils n'introduisent aucun terme dans la 
somme des produits des masses j)ar les rayons vecteurs 
correspondants. 
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$ 1I« — - Du MOOVBKBIIT DB LA LvSB AOTOOH DB 80H 

CBirraE de gravité* 

■ 

169. On sait que la Lune nous présente toujours la 
même face dans son mouvement de révolution autour de la 
Terre, et que par suite les vitesses «tigulài.res de la Lune au- 
tour de son axé et autour de la Terre sont égales entre elles, 
ou qu'elles ne diflèrent Tune de Tautre quede quantités très- 
petites et périodiques. Sî, comme tout porte à le croire, la 
Lune a été primitivement iluide, elk a du s'allonger dans 
le sens de la Terre, de sorte que son. plus grand axe prin- 
cipal d'inertie doit faire un- très*petît angle avec le rayon 
vecteur qui joint son centre à celui de la Lune, et c'est là 
la seule liypollièse que nous ferons dans ce qui suit. Il 
est évident d ailleurs que le plus petit i(xe d mcxtiic* doit être 
celui de la rotation de la Lune. , . 

. ,170, Formules relatives à la Uhration dq la Lune. 
Nous ne changerons rien < à Tétat de la question en-coosi» 
dérant le centre de la Lune comme fixe^ el supposant que 
la Terre décrit l'orbe lunaire autour de ce centre* 

Soient (jig» ^3) : 

OXi Ojr les axes, principaux d'inertie de la Lune, pas*» 
sant par son centre de gravité» et déterminant le plan 

de l'équateur^ 
Oz sou troisième axe d'iuertiej 

T la position du centre de la Terre à un insUnt quel- 
conque; 
T' sa projection sur Féquateur) 

p ie jiœud desceuclant de Téquaieui sur l'éclipiique^ 
N, celui de l'orbite lunaire^ 
OZ la normale à récliptique; 

8 l'angle supposé très-petit que forme OT' avec Taxe 
principal Ox dirigé vers la Terre ^ 
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$ l'angle très-petit UOz compris soiift Téquatettr et Té* 
cliptu|ve; 

I l'angle constant et ti^petit, déterminé par Toriiite. 

lunaire et récliplique; 
A, B, C les momeiiU principaux d'inerlie de la Lune 

par rapport à Ox, Oy, Oz ; 
' n iti mouvement moyen de la rotation de la Lune autour 

de la Terre; 
X, £ les coordonnées de T; 

A la distance OT que Ton peut supposer cigale & OT'; 
y la longitude fxNi du nœud ascendant N| de 1 orbite lu- 
naire; 

« la TÎtesse angtdaire des noeuds de Torbite lunaire; 
p, 47, r les composantes de la rotation instantanée de la 

Lune, suivant Ox, Oj, ^ el 1^ éiant très-pelils par 
l'apport à r. 

Nous supposerons que et Ni ont coïncidé au point X 

de l'écliptique au moment pris pour origine du temps, et 
nous négligerons les puissances supérieures à la première 
de É», î, s. 

On peut, va la petiteise de 1 et considérer TT' comme 
se confondant avec l*ai*c dé grand cercle perpendiculaire à 
l'éijQateur, rencontrant Técliplique en T^, ce quideime 

« 

jssAeosis=Ay ^=AsiassA*f, 
s = TT'= / sinlViTi -H9 sin ^Vssi m[f -h 7) 4: (7 + e)* 

Il vient donc, en se reportant aux n^ 56 et 159, pour les 
moments de l'attraction terrestre par rapport à Ox, O/, 

Ozy en négligeant devant l'uuité le rapport de la masse de 
la Lune à celle de U Terre, 

^,= 3«*(C — B) e[/ sin(ç -+-«--7)4- Ôsin(^ H- 

■ 

3 

0R/, = -./i'(B — A)sin2e. 
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dïUji éUai du atùcfmi ordre est négligeable ; ^HL^ peut a expri* 
mer d*iuie autre manière, en remarquant que 9 + < est la 
latitude de la Terte eomptée à partir du noeud ascendant 

de son orbite apparente et qu'elle est de la forme 

f I z= nf 4* 4- 

€ étant une coustanic arbitraire, ce qui donne 

( 1 ) Oïiy = 3ii»(A,— C) {/êînt(jH-«)f4i'i^*«^)4*««n(#(«H-a)-f.c] j. 

En raison de la pelilessc de relativement à r, et du 
c^âQlcîeht A — 13 très*peiitpa,r rapport à donVce produit 
ëèk hlfjêéié dans Véquation db mouvement corrès^nitfant 
i Oif on peut sknjB erreur sensible réduire cette éqùâilon^ 

• ■ C$^=: JÏL.=: -/**rB — A)sin2î. ■ ^ 

■ >...." 

Si Pdll Ifê^ig^ le cafrré de 9 ou que Ton suppose cos9 — i, 
<^ t què r a pànt eâet de faire Varier Oà ùâràià fé pian 
de^^ë^liréaK Or k Vite$sé rétïtâvé de Oi^ par rapport À 

OT^ est — ^ dans le sens direct ^ la vitesse de OT' est la dé- 

1 i\ce par rapport au temps de la longitude de la Terre par 
rap^iort à la Lune, comptée à partir de l'ori^ne X, laquelle 
peut être considérée comme ûxe en raison de l'extrême 
lenteur des déplacements de Técliptique. Cettç longitude 
efrty en se reportant au chapitre II, de la foime * 

■ «1 H- V H sin^ 4- «' ) -h cpnst . , 

le ngne ^ comprenant une somme de termes périodiques 

dont les coefTicicnts H, a, a! dépendent de Texcenlricité dé 
l*orbe lunaire. Il vient donc ' 

S 2S ['" -+-2 ^ ' 



Digitized by Google 



3,6o TUAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

et eo^n, en ayant k Téquatioii écrite' plii» haut, 

(.) g.=-3*îi^.-i2H-*««»(« + «')- 

Si 1 on fait d'abord abstraction de rexcentricité de Torbe 
lunaire, Tintégc^le de cette é;}uaiioa est 

, .=,Ksin[„y/ÏÎÇÏÎ..+BL'i,. 

R et K' étaiii deux constantes arbitraires. Pour que e ne 
croisse pas avec le temps, il faut que B soit plus grand 
que A, ce qui est conforme à nos inductions premières rar 
la disposition des trois axes principaux d*in«rtie de la Lune* 
Les dMervations les plus précises n^indiqnant aucune trace 
de ce mouvement oscillatoire, la constante K dépendant de 
Tétat initial du mouvement, ou était nulle à Torigine, ou 
son influence est depuis longtemps annulée par des causes 
étrangères. Si ces oscillatipns existaient, leur durée serait 

■tVïï^)^*''^'' ''''''''' ><\/ïîèrry 

et en admettant, comme nous le verrons plus loin, que 

?-^ss:O,OO0$S4» 

on trouve que cette durée serait de o^i^Zk mois lunaires. 
Si Ton pose 

isLsin(a^-4-a'}, 

V 

L étant une constante, on fera disparaître Je terme en U du 

second uiembrc de Tequatioa (2) en prenant 

(a) L = /x^n\ 

La diirérence entre les déplacements angulaires de révolu- 



DB MiCàHÎQtJE CALSSTS. 36 1 

tion el de rotation de la Lune sera, en laissant do côté les 

termes dépendant de Télal initial, 

De loua les termes dioBt se compose sin (a£ + al'), 

il n'y a de sensibles que ceux qui dépendent de l'équation 
du centre et de i'équaiiou annuelle. 

Jiïicoliet a trouté, par la comparaison de 174 observa- 
dons de la libratîon de la Lune en longitude» que la libra» 
lion due à Féquation annuelle a pour valeur . 

L=4'49'.7.. 

et coinnie 



.l'équation (a) donne 



=:= 6,066564 • 



Mais ces observations n'oârent pas une garantie d'exacti- 
tude suffisante pour que la valeur numérique ci-dessus 

présente la même certitude que celle de — g — que nous 

donnerons plus loin. 

La différence entre la rotation de la Luuu et sa vitesse 
angulaire moyenne de révolution est 

r — il si — ~ 4-^aHcos(ar4*A') 
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et comme elle est périodique, il en résulte que les deuic 

mouvements moyens seront éternellement égaux. Il n'est 
même pas nécessaire que ces mouvements aient été égaux 
à Torigine : il suffît que la rotation r de la Lune ait été 
coin]prise entre 



limites a la vérité àséez reksérreès à çatisç de. la 

de iLet .de — «.maij» &uiiiî»auit>s pour fairq,. 4ijlg>yiij^re 



rtnti^rsèitillaneé dHitie égalité pàt^faite,Ji*|n)it^^ 
les doux mou?emenU moyens, ' . ' ; > ^. v '^^^^l^?^ 

171. Du mottPenHtnt de Véiiuateur et de la variation 
de son inclinaison* — Les ^uatîons du siiijaveiçient de la 
Lune correspondant à Ox, Oy déyîennent,. en y sup|)ostni 



(3) 



al 

B ^ 4- (A— C) np = 3 A— Ç) [Ô «n ç -i- 1 sin Ça-ff^ * -t- « ]• 



Soient (fig- 23) P et ^ les p6le9 de réclîptîque et de 

la Lune, supposes à une distance de O égale à Tunité; 
Vp sera sensiblement recliligne, et en désiguant par ^ ses 

projections sur Ox, Oj, les dérivées ^> ~ seront les com- 

posantes correspondantes de la vitesse du point P dans son 

mouvement rdatif par rapport à la Lune. Or, la vitesse 
d^eiitraînement de ce point, considéré comme invariable-* 
ment lié à la Lune, a pour projections sur Ox, 0/ 

— fis — p. 
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et comme le déplacement de P ou de récliptique dans 
l'espace est extrêmement leot^ on peut négliger la vitesse 
alMolne de ce point par rapport à r, 5, y, et écrire 

tout simplement 

d'où l'on déduit 

• " * 

( A5-fc(C-B)«,==-A2+nJ{A+B-t:)+«V(Ç-B), 
jA^+tA-C)«;.=-[A^-«J'(AH-B-C)-«'.{A-Cj]. 

Les équations (3) donnent par («ile, en remàrqaant 
,,.]dU A' /A-HB — C \ 

On satisfera à la première équation en même temps que 
Ton fera disparaître le second membre de la seconde , en 
posant 

« A W sin (itr af -f- c ), 

✓ = W sm («f 4- a/ 4- c), 

W, W étant deux constantes qui ont pour valeur corn- 
munC) en négligeant les termes du second ordre en ct^ 
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d'où 



(5) 



^ Bit (A -~ G) -h 91 A ce 

___3«(A — C)icos(/// + -h r) 
r^-^BCMif^ 3 «(A — C} -+-3 A a" 



5i les conditions ioiliales du mouvemenl ont disparu, on 
devra se contenter de ces ibrmnles, d'après lesquelles IV/t- 
cUnaison de VéqucOeur lunaire sur técliptique $ conserve 

une valeur constante^ Juonée par 

3/>(A>>C)/ C - A _^ 2 g 0 

"'3«(A — C)4-2Aa' A "".S^i-f-fl' 

et 1 ou aura 

f ziz. nt a( -i- Cl 

ce qui âigniiic que ia vitesse des nœuds de l équateur, re- 
laiivement au nrjfon vecteur mené au centre de la Terre^ 
est la même que celle des nœuds de l* orbite lunaire ^ si 
donc les deux lignes des nœuds coïncident actuellement^ 
cette coïncidence se perpaLuera éternellement^ ce qui est 
conforme à 1 observation. 
Diaprés les observations les plus exactes, on a 

2 = 0,004019» ©= 1-28^45*, iss5«8'4S*î 

par suite, • • 

= 0,000594. 

Les termes qui dépendent des^ conditions initiales du 
mouvement s*obtiennent en intégrant les équations (4) 
sans second membre, et Ton trouve, eu poîant 



3 A-C ^. ^ /(A— C)(li-C) 



Digitized by Google 



DE MÉCANIQUE CÉLtSTE. 365 

el désignant par F, I, V quatre consiantes arbitraires, 

Il = P sin(//-i- 1) H- r fih(/'< H- 1'), 
= P co»(/* H-I) + aP' co»(/'/ 4- r). 

Pour que les valeurs n^augmentent point indéfiniment, 
il faut que (A-— C).(B — C) soit positif, et c'est effective» 
ment ce qui a. lieu d*après ce que Ton a ru jjns' haut. 

Pour obtenir les valeurs complètes de s, y, il faudrait 
ajouter entre elles celles fpii sont douiiëes par l'es for- 
mules (5) et (6). Mais comme, d'après robservation, ^ est 
sensiUement ^al à ne+ il s'ensuit que les arbitraires 

P' sont très-petites ou insensibles. Ainsi se trouve vériGé 
pour la Lune, comme nous Tavons fait pour la Terre, le 
principe posé au 131, et qui doit naturellement s'étendre 
à tous les corps célestes. 

Quant à Taction du Soleil sur la Lune, dont nous n^avons 
pas tenu compte, elle peut être p^li^ée vis-à-^is de celle 
(le la Terré; car les coefficients des momenu OtU^^ 
pour la Terre et le Soleil, sont entre eux comme les carrés 
des vitesses angulaires de la Lune et du âoleil autour de la 



Terre^ et ce rapport n'est que 



> « 



79 



§ m. — Du MOUVEHEAT DES AlIKEAUX DE SaTU&KE 
ACTOUll OE LEUR CBSTRE DE GRÂVITÉ. 

172. Nous avons vu, en traitant de la figure des anneauit 
de Saturne, que chacun à^eax est un solide dont le centre de 
figure coïncide k peu près avec celui de cette planète, mais 

dont le cciui e de gravité doit se trouver en un point diffé- 
rent» Ce centre tournant autour de la planète dans le même 
temps que l'anneau, ce dernier tourne autour de son 
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ceuire de gravilé dans le même temps qu^autonr . de Sa- 
Uiroe. 

Nous allons chercher A déterminer la cause en yertu de 
laquelle ces anneaux se maintiennent constamment dans le 

même plan, malgré raction du Soleil et des satellites, qui 
doivent produire sur eux des niouvcmrnts precessîon, 
dilSérenls de i'un à 1 autre^ et ayant, par conséquent, pour 
tendance de laire aortir lea anneaux de leur plan. 

Noua supposerons d*abord qua l'anneau se réduit k une 
simple circonférence matéri^le, dont le oerilre dîfl^re très- 
peu du rentre de gravité de Saturne, et dont le plan fasse 
un petit angle avrc Téquateur de f^ette planète. 

Soieot (Jig, a4) : 

* 

O le centre de Tanneau , 
C celui de Safurne ; 

C la projection de C sur le plan de l'anneau; 

G le centre de gravité de l'anneau^ 

Gx la parallèle menéeen ce point k la trace de l'équateur 
de Saturne stir le plan de l*anneau ; 

Gy la perpendiculaires cette droite dans le plan de l'an- 
neau, laquelle est parallèle à OC; 

G y Taxe de rotation de Satnme ; 

CrZ la perpendiculaire eu G au plan de Tanneau j 

$ l'angle très>petit formé par G s et ou par les plans 
de l'anneau et de Téquateur de Saturne; 

a, h, c les coordonuées de C parallèles à Gor, G/, Gz\ 

a la distance OC; • 

m la masse d*une molécule de. Panneau \ 

V sa distance au point C ; 

la cosinus de Fangle qu'elle forme avec C jh'; 

Rie rayon de 1 anneau, le rayon moyeu de Saturne étant 
pria pour unité. 
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Nous preiidioiis également la masse de SaLuint.' pour 
unité, et nous négligerons les termes du second ordre en 
et . 

Si 9 comme il est naturel de le supposer, on admet Tétat 
dé fluidité primitif pour Saturne, et pour forme celle de 

1 éf|Lilllbre correspondant, et si Ton a égaid à la rolaliuu 
dont il est animé, T attraction qu'il exerce sur le point m 
dépendra de la fonction 

E étant Paplatissement et <^ le rapport de la force centrifuge 
à la pesanteur à Téquateur (105). Quand même on. rejeta 
lerait cette hypothèse, on pourrait toujours, pour une va^ 
leur un peu grande de v, aduKQttre cette formule ; car le ooef- 

ficient de \ dans Texpression précédente et dans le dévc- 

loppcment gdnéral du potentiel du sphéroïde ne différera 
que d'un terme dépendant de cos:2C7 (n^' 72 et 8uiv«), le- 
quel n'aura aucune influence sensible sur le déplacement de 
Tanneau, puisqu'il ne donnerait lieu, dans l'attraction sur 
ce dernier, qu'à des ternies dépendant de la rotation très- 
rapide de la planète sur elle-HK nie, t^ue 1 intégration ren- 
drait très-petils, et que, d'ailleurs, l'observation n'accuse 
aucun déplacement de cette nature. 

Le cosinus de Tangle jK^Cm, qui serait nul avec 6 et e, 
étant du même ordre de grandeur que ces mêmes quantités, 
il est permis d'en négliger le carré et de supposer t ^ R 
dans les coefficients (|ui afïVt i( iit sa pi ornière puissance. 
La composante de l'attraction de la planète sur m estimée 
sniyant Cm se réduit ainsi à 

et a elle-même pour com][K)santes, en continuant l'approxi* 
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mation admise, 



(■ •-•V 

'\ — H-— 31 — y suivant C /w, 




El ïT, — ' ^* " ' suivant G». 

MX l\ 

La composante de rattraction suivant la méridienne 

donnera^ en la changeant de signe, une composante égale 
suivant Cz' ou GZ, et nne composante du second ordre ou 
négligeable, dana le plan de Tanneau. Il résulte de là que 
les composantes de Tattraction exeixée par Satome sur m, 

suivant Gx, Gj y Gz, ont pour composauies 




\R»^ R« / R 



Il est même inutile d'avoir égard au second terme de 
qui donnerait pour toutes les molécules de Tanneau une 
résultante passant par son centre de gravité et qui n*in- 
fluerait ainsi en aucune façon sur le mouvement de rota- 
tion de ranneau. La projection de v sur Qz' étant égale à 
fAi. ou à — c — {y — il vient 

S > 
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et, eu couiinuaut à négliger dans Z les termes coDslauts, 



On a, par suite, pour les moments, par rapport à Ox et 
0^1 de l'attraction de Saturne sur l'anneau, 

S. ayant la siguiilcation ordinaire de somme. 
Cela posé, soient 

y, y' les coordonnées de m parallèles aux axes princi- 
paux Gjff G y de Tanneau passant par son centre de 

gravité; 

A, B les moments 4 ii^ertie correspondants j 
ff Vangle formé par Gx, Go/. 

On a . 

*A=:S«iif/», B^S.Jwa/S 

« = «'cos<p.— sinf, jsca/ sinf cos^, 

S . = A sin'f H- B cos^ «p , 

â.mx^ = (A — B)siofC05<p, 

et enfin, en remarquant que les moments de Tattraction 
de Saturne par rapport à Gj/, G^' ont pour expressions 

= cos f + sin f , ORy = ^ILy cos f — JR/« sin f , 

on: trouve. 



(») 




AOcoftf, 



3îly 



/k-A 
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173. Il nous reste maimenant à calculer le moment 
autour de G 2 ou 

or cette expreasJon, de même que celles de étant in- 
dépendante de rorientation des aices Oxr Oj, tupposona 

momentanément que ces axes coïucideiii avec , Oy'f ce 
qui revient à supposer 

on a de plus 

S . mx =: o , S . mjr = o , 
et comme le triangle C'Om donne 

il vient 

Mais il est inutile d'avoir égard à ce moment; car, puis- 
qu'il dépend de a ou qu'il est périodique, comme le mouve- 
ment relatif de Saturne de G, il ne peut aâeeter la moyenne 
valeur de la rotation /*• 

174-. Considérons maintenant les valeurs de îWt^, 
relatives à un astre quelconque L fort éloigné de Tau- 
.neati et supposé rapporté ant âxgs prîncipattit de Tan-» 
nean. On a» d'après len®58) en remarquant que C=A-f» 6, 
V représentant la distance moyenne de L et de G> 

3 L 

= — - nx'z. 
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Daus le calcul à/G x!^ j'^ noua pourrons sans erreur 
sensible supposer que G représente le centre de gravité de 
Saturne. 

Soient (Jig^ 25) : 

* Go? l'intersection de Tanneau et de réqùateur de Saturne ; 

GI l'intersection de cet é(^uâteur avec l'orbile de L con- 
sidérée comme iixe ; 

Tangle formé par GI avec Gor; 

b' Taiigle compris sous les plans de l'orbile ei de Téqua- 
teur; 

y Tangle que forme GL avec GI^ 

el conservons les autres notations adoptées plus haut. 

Le triangle spbérique Lxl donne 

« 

j?.cr €oiIi« ssTtr (cosi» cosii» *^siiif sin4> cosV'). 

La projection de x, sur la perpendiculaire à (jX dans le plan 
de l'équateur s'obtient en changeant ^ en — (90° — (|/) dans 
réimpression précédente qui devient 

(oosf^ stn^ H~ oos^ cosd' ). 

Enfin H étaru \v ])î( d de l'arc de grand cercle abaissé per- 
pendiculairement de L sur l'ëquateur, on a pour la distance 
de L à ce plan - 

« sln Lii c= t. ilni» siii 9^ « 

On tire de là, en négligeant le carré de 0, 

^ = t(oosi»8in4' + sin«»co8^cos0') — t.sini^sin^'.^, 
z = t, (cosi' sin^ + sine cos\|« cosO'} + v sine sinO'. 

D'autre part, on a 

^ OOSf — /SlOf , 

^' = dp sîn f H- jcosy, 

d'ov Ton déduit y en supprimant les tenues en sinus et co- 

24. 
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sinus de 2(p el des muUiplcs de y qui devienDeni lusen- 
sibles par les int^ations, 

=0, 

É 

3LB r 

Olly = ^ I sinô' cosQ' sin(y — 4») 

(coi* ô'— • ^ sin' Ô' j 9 «n^ — ^ sin- 6' sin {f — 2^»)Jj 

On a donc 

■rfr (B — A) 

■ » 

et comme p el g sont supposés très-peiits et que leur pro- 
duit est négligeable^ la composaule r de la rotation de l'an- 
neau ne subit pas de variations' appréciables. 

Quant aux^ antres équations da monvenient^.nons les 
obtiendrons en galant respectivement aux sommes des va- 
leurs (i) et (2) de OTL-jp, et ^TL^y la premièie et la seconde des 
expressions (a) du 171, où Ton a posé 

s ~ — B cos <ft = — ô sin f ; 

« 

et en remarquant que C = A A- B et posant - 

• 2(E-1) • , 

Xa =s r» H ^^^-^ -h — ( cos'Ô' - 1 sin'Ô' ) , 

R* t' \ . 2 y 

on trouve 

# • 

</v . 3L r 0 1 

— 4-X»5' = — 1 sin 6' cosô' cos(f — 4») — • - sin'ô' cos(f — I, 
^ + X» 1 = |i l^siue' «»«' sin (f — 4.) — ^ sîn«0' ces (f-: a+jj . 
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el, en négligeant dans les seconds membres les termes en $^ 

l^77-4-i*/ = ^ sînO'cosd'ciosio — 

^ r/».. 3 L 

_ _^ , ^ 3in9' co^ ô' sin (y — +). 

Or, en négligeant le carré de 0, oo a ^c^ — = rt^ d'où 

f i|i =: it -4- cdBSt.; 

il suit de là que les équations précédentes ont pour inté- 
grales 

* = M sin (If -H H) + — , • cos — * ), 

M, JVr, étant des constantes arbiti aires. 

. Pour que v<*+^'* re^te constamment très-petit, il 
i- Af Hit/ SLsînfl'cbse' ^ 

laut que M, M , — rr — — soient peu considérables : or • 

A'— .r* _ • 

cette dernière quantité ne serait pas très-petite si Salunie 

était parfaitement sphérique, car elle deviendrait 

sinO' oos^ - 

2 

et serait par conséquent très-sensible. 

Si la planète est aplatie par' suite de son mouvement de . 
rotation, cette q[uantité a pour valeur 

^tsinO'cosO' 

(P) 



a» at,» \ • a / 

Supposons que L soit le Soleil*, soient 1<l distance du 

centre de Saturne à son dernier satellite, et T, T' les du- 
rées respectives de leurs révolutions sidérales ^ on a, la 
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maèie de Saturne éunt toujours prise pour unité, 

Les observations donnent, en prenant le demi-diamëtre 

de Saturne pour uni té, 

T = i0759'<^,o89 

• -r^ 79/, 3296, 

v» = 59,154, 

On s'ëloîgne peu de la vérité en prenant R = 3, et l'oo 
trouve pour la valeur de 1 expression (^) 

o",ooo5S955 

. 2 10" 

Pour que cette quantité soit très-petite , il faut que 

£^ ait une valeur sensible, et alors Panneau, et, par 

suite, les divers anneaux de Sanmie sei uni maintenus dans 
un même plan sous Taction de la planète. Telle est la cause 
de ce phénomène, qui a conduit Laplace au mouvement de 
rotation de Satl^*ne ayant que Tobservation de ses taches 
Tait fait découvrir. 

Il est visible que la coïncidence des anneaux dans un 
même plan ne soi a pas iiiodillée ])ar le cinquième satellite 
de Saturne, qui donne un terme analogue à celui du Soleil, 
ni par leurs actions mutuelles, ni par celle des autres satel- 
lites de Satutne qui se meuvent à très-peu près dans leur 
plan. 

Nous empruntons à la Mécanique celcsLe lêb coubidéra- 
* lions suivantes, qui termineront ce chapitre : 

f( Un anneau pouvant être considéré comme une réunion 
de satellites, on conçoit que Taction de Saturne qui main* 
tient ses divers anneaux dans le plan de son équaleur doit 
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par la mèiue raison maintenir dans le même plan les orbites 
de ses satellites situés primitivement dans ce plan. Récl- 
proquemem, si les divers satellites d^nne planète se meuvent 

dans un même plan fort incliné sur celui de son orbite, ou 
peut en conclure qu'ils y sont maintenus par l'action de son 
ëquatenr et qu'ainsi cette planète a un mouvement de rota- 
tion à peu près perpendiculaire au plan des orbites de ces 
satellites. On peut donc affirmer que la planète UranuS| 
dont les satellites se meuvent dans un plan presque perpen- 
diculaire à Técliptique, tourne elle-même autour d*un axe 
très-peu incline sur l'écliptiquc. 

» Les termes de rcxpression de ô qui dé[>eudent de l'ac- 
tion du Soleil et du dernier satellite de Saturne étant insen- 
sibles, et les dimensions de Fanneau n'entrant point dans 
les autres termes, il est clair que si plusieurs anneaux con- 
centriques sont attachés ensemble et se meuvent k peu près 
dans le plan de l'équateur de Saturne, l'action du Soleil et 
du dernier satellite ne les en écartera pas sensiblement. 
Ainsi le résultat obtenu pour un anneau, en faisant abstrac- 
tion de sa largeur,- a également lieu pour un anneau d*une 
largeur quelconque. La seule parUe de 0 qui puisse être 
sensible, dépendant de constantes arbitraires et étant indé- 
pendante de la position de l'équateur de Saturne relative- 
ment à sou oïLite et à ( < lle de son dernier satellite, il en 
résulte que cet équateur, dans le mouvement très-lei}t 
que l'action du Soleil et de ce satellite lui imprime, em- 
porte avec lui les plans de ^ anneaux et des orbites des 
satellites situés primitivement dans ce plan. G^est ainsi que 
nous avons vu que le plau de l écliptique dans son mouve- 
ment sécnlaiie entraine les plans de l'éqiiateur et de Tor- 
bite lunaire, de manière à rendre constante Tinclinaisou 
mutuelle de ces trois plans et la coïncidence de leurs inter- 
sections. » 
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CHAPITRE IX. 

DE LA CHALEUR TERRESTRE. 



175* BAmL DES PRISCIPES VOVOkmÊJtTkVX DE LA THÉOUK 

MATBiicATiQuB DE LA CBALEVR. — Soient : 

du, du' les volumes de deux éléments matériels m, m' 
d'un corps homogène, en deux poitits oà les tempéra- 
tures sont respectivement Yi etV' , la première élant 

supposée inférieure à la seconde 5 

r la distance de ces deux éléments 1 

F (r) une fonction de la disiance dépendant de la nature 

du corps, qui décroit rapidement cpiand r augmente, 

et qui devient insensible uii nulle lorsque r atteint ou 
dépasse uuc certaine limite très-petite et du même 
ordre de grandeur que les intervalles intermolécu- 
laires. 

Une induction théorique tirée des résultats de Texpé- 
rience conduit à représenter par 

la quantité de chaleur envoyé^ de m' à m dans le temps dt^ 
Texcès de température V'^ — V| étant natiurellemait très- 
petit comme la limite Tj , en vertu de la continuité que pré- 
sentent les phénomènes naturels. 

Soient Ox, O^, Oz trois axes rectangulaires, d(à un élé- 
ment superficiel d'un plan P parallèle à zOj^^ et propo- 
sons-nous de calculer la quantité de chaleur s qui traverse 
cet élément dans le temps dl*^ il nous suffira, pour arriver 
à ce résultat, de faire la somme des quantités de chaleur 
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envoyées par les particules ni du corps inférieures à P, aux 
molécules m supérieures au même plan, et situét s sui les 
différents rayons partant de ni qui reuconti^nt diù dans 
l*intérieiir de son périmètre. 
Soient : 

:r, 7, 2 les coordonnées du centre de gravité G de ^c») ^ 
V la température en ce point \ 

H- /, y -J- ^, « + les coordonnëés de m 5 
X -h -H ^1 * H- ^' celles de ni. 

Les quantités l' ^ h, fi, /r, fi étant très-petites d'après le 
principe élémentaire établi plus haut, on peut en négliger 
les secondes puissances et les produits entre elles, et poser 

et Ton a, par suite, pour la quantité de chaleur cherchée, 

H-^ JIa'— A)F(r)rfwrfw'H.^y(*'--ifr)F(r)</orfBi'j. 

Les valeurs dos iiiiégralc^s qui entrent dans celte expres- 
sion sont indépendantes de la forme et des dimensions du 
corps, puisque les élémenls qui composent chacune d'elles 
deviennent insensibles ou nuls, pour des valeurs de r que 
Ton doit considérer comme infiniment petites par rapport 
à ces dimensions. 

D'après riiypothèse de 1 lioiii<»généité du corps, ou du 
groupement symétrique de ses particules, su[)posces toutes 
de même volume, par rapport à la parallèle à Oz menée 
par le point G, il correspond à chaque valeur de r deux sys- 
tèmes de A', A, îdeoti(|ucs, mais avec des sigues con- 
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iraiie^) ei les deux deroières mt^ales4e $ s'anniileot |K>r 
suite. 11 vieoi donc lout «impUoieiit. ^ 



Déterminons d'abord la portion t! de Tintégrâle relative 
à celles des molécules mf et m pour lesquelles la distance r 
reste constante en grandeur et en direction • Les molécules 
forment un cylindre oblique parallèle à ayant pour base 
d(tiy et Ton peut prendre 

de plus, on a 

/ — /'=rcos(r,»), 
et comme la limite de est r cos (r, 2), il vient 

On déduit facilement de U 

dv r 

i= — dt — dfà j F (/) r'cos»(r, z)//a, 

riulégrale s'éieudanl à toutes les molécules m supérieures 
à d^»^ et à toutes les valeurs de r pour lesquelles F (r) ne 
devient pas insensible. Mais alors elle a la même valeur 
pour tous les points du corps ; elle est ie plus positive 

comme tous ses éléments^, ce qui devait clie, puis(|nc ie 
mouvement de la chaleur a lieu de la plus chaude à la plus 
froide des deux parties du corps séparées par d», Pdous 
sommes ainsi conduit k poser 

dv , . 

t ss—- Si —~ at» aty 

dx 

a étariL une conslaule positive dont la valeur dépend de la 
naïuie du corps que 1 on considère. 

ÏjQ flux de chaleur en un point d'un corps, estimé sui- 
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vant une direction Ox, est la quantité de chaleur — * 

rappQrtée i Vvmié de temps et à runité de «urface <{ui tra- 
verse un élément plan passant par ce point et perpendicu- 
laire à Oar. 

Considérons un parallélépipède élémentaire ayant Vnn 
de ses sommets au point et pour arêtes correspondantes 
^ quantité de chaleur qui, dans le temps dt, 
entre dans cet élément de volume par la face dydt = dfù^ 

tîSt 

et celle qui en sort par la face opposée, 



d*où, pour la différence, 

m. dedjrdidt» 
• 

En appliquant le iiièmc raisonnement aux deux auitcs sys- 
lèauis de laces du paralléiépipède, ou trouve qu'il a absorbé 
la quantité de chaleur 



( 



qiû a servi A échauffer de dS le volume dxdydz ou i pro- 
duire un effet calorifique mesuré par ^dxdyde.dV^ (9 étant 
une conslante spécifique du rorps, du moins pour des \ a- 
riatîons de température qui ne dépassent pas certaines 
limites, ce que nous supposerons dans ce qui suit. 11 vient 
donc, en égalant ces deux valeurs, et désignant par le 

rapport ^ > • 

d'Y f/»V rf'V ,i/V 

* * dx' dj' dz^ dt 
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Telle est l'éijuatioii fondamentale de la théorie mathéma- 
tique de la chaleur. 

Si le corps peut arriver' à un état d'équilihre de tempe* 

rature 1 devenant alors nul, on retombe sur Téquation 

auY dîflërentîelles partielles à laquelle nous avons élé con- 

duu dans Fétude de rattraction des coips. 

En se reportant au n** 72, dont nous conserverons les 
notations, on voit de suite que Ton a pour la transformée 
de cette équation en coordonnées polaires 

, , d*aV 1 rf»V d r r/vi ' (fV 

m 

176. Condition relative à la surface dans le cas d*une 

sphère. — Le Ilux de chaleur qui s'échappe Je rélcmcnt r/w 
de la surface de la spliere de ravon a,, que nous considé- 
rerons exclusîveoieot doi-énavant, est très-sensiblement 
proportionnel à Texcès de sa température sur celle V du 
milieu ambiant, lorsque cet excès ne dépasse pas une cer- 
taine limite, comme nous le supposerons dans ce qui suit. 
JNous aurons donc, eu désignant yiiv h une constante dont 
la valeur dépend de la nature du corps et de celle du milieu, 

(2) — ^ = A(V— V^J pour<i==a,y 

♦ 

condition qui, jointe à Téquation (i), permettra de déter- 
miner la fonction V. 

Les formules (1) et (2) étant linéaires, Y se compose de 
deux parties, Tune dépendante de V ou des causes échauf- 

fan tes a Texiérieur, l'autre qui en est indépendante et qui 
résuite uniquement de la manière dont la chaleur a été pri* 
mitivement distribuée dans la sphère. Pour déterminer 
cette dernière, il suffira de remplacer la condition (2) par 
la suivante 
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qui correspond à Thypothèse d^une température extérieure 
utnformémeDt nulle ou constante, V représentant, daT)s ce 
dernier cas, Texcès de la température variable sur. la .con- 
stante. 

177. Inlcgratwh del equation du mouvement de la cha- 
leur dans une sphère homogène^ primitit^ement échauffée 
d^une manière quelconque, en prenant pour zéro la tem^ 
péraûire esïténeure, — On peut supposer que r exprimé 

par une suite de termes de la forme £ ~~ * ' Uy -~ > £ étant la 

base du système de logarithmes népériens, a une con- 
stante, Uy une fonction sphérique de ts et a, indépendante 
de r, satisfaisant à Féquation (5) du n'^ 73, et Ry une 
fonction de r seul. En substituant le terme précédent dans 

Féquation (2), et posant x:^ a VôX, on obtient 




Admettons que Ry soit de ia forme 



(b) Rv = E'*"^ 2 Ai*-"^', 

i étant un nombre entier qui peut varier depuis zéro jus^ 
qu'4 l'infini, et Â,- un coefficient îndépendaiit de x. Si l'on 
substitue cette valeur dans Téquation (3) et que l*on com- 
pare les puissances semblables de .7 011 trouve 

(,• + ,) (av - 0 A/+, 4* a V^{» — 0 A/ = o, 

formule d'où résulte que : i*' reste indéteroiiné; 2^ la 
valeur d'un coefficient quelconque est 

^ ' ' i .2.3.. — ..av — i-h'i ' 

3" ponr V -f- 1, A, est nul, cl la valeur ci-dessus de R„ 
sera composée d'un nombre lini de termes, égal à y H- 1* 
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En remplaçant >/ — i par — \^ — i dan*; îa formtjle (h) 
ou {c)j on aura une seconde valeur de Ry renfermant éga** 
lemeiitune constante arbitraire A.) dont la soindie avec 
la précédente, satisfaisant encore à Féqnation (5)$ en sera 
par suite Tint^rale complète^ et l'on aura ainsi 



2v I .a. 2v.l9 ~ t 



( — 2 v' - I > V ( V — 1 ) f V — 2 ) ^ 



I 



.1.3,2y. 2v — I ,2V — a 



L i.a.-ïv.av— I 



(2V^-^i>v(v — i)(v — a) 



I .2«3.av.2v^l.2v — 2 

r 

Si Ton fait maintenant disparaître lés imaginaires à Fflldie 

de leurs valeurs en siu et cos, que Ton pose 



I — 



t.2.2lf.2y —1 

2*.v(v — l) (v — 2)(v — 3).r' 



1.2.3.4>2v.2v I«2y — 2.2v — 3 

2'.v(v — l]{y — 2) 



av t.2.3.av.av — f.av — a 

a»v(v— l)(v — 2)(v— 3) (v --4)J^ 



• • • «Ay y 



I.2,3.4»5.2V.2v— 1.2»— 2.2v 3.2V — 4 

Tintégrale ci<4essns prend la forme 

R» sr By^** (XySiodr — X» oosjc) 

t:n désignani par 11,^ l^'y deux constantes arbitraires substi- 
tuées à A«9 A', dont elles dépendent. 

Dans le cas qui nons occupe, la fonction doit conserver 
4ine valeur finie att centre de lit sphère du pour x=so\ mais 
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comme elle se réduit à B'yX'^*'^^^ pour une valeur iiiiim- 
meiit petite de en négligeant les imissanees de cette ve^ 
rîaBle d'un ordre supérieur à (v + 1), on voit que pour 

qu'elle reste ihùc il faiu (}ue roii ail By = o. Aous devrons 
donc prendre tout simplement 

(4) R,s=B»«^»(X»8iii« — x'v cosjp). 

Substituant cette valeur dans la formule ( 2' ) et désignant 
par X| ce que devient a? à la surface^ ce qui revient à poser 

on trouve 

f ^cosjTil AX» «i"" -h - — X,*!-»" 

\ \ o, ta, <i, 

Cette équation est transcendante et donne pour Xi et 

par suite pour a une infinité de valeurs auxquelles corres- 
pondent autant do fonctions V., (\u\ se détci mineront 
d'après Tétat iniiial de la chaleur de la sphère, comme 
nous allons le faire voir* 

178. Di'tcrmiitatioit des jonctions Uv par l'état initial 
de la chaleur, — Nous supposerons la valeur initiale de la 
température développée en fonctions sphériques Wy de o 
et fi, dont les çoefQcients seront eux-mêmes des fonctions 
connues de 

Soient Ry'*\ Ry \ ...» Ifs valeurs de R,, correspondant 
aux dilTérentes racines de Téquation (5). En identifiant à 
Wv le terme en Uy de V après y avoir supposé t= o» on 
obtient 

d'où résulte un système d'équations de la forme 
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^ (rf) étant un coefficient de W^, et • • • , constantes 
arbitraires qui se trouveat dans le, premier membre de 
réqualion ci-dessus, . en supposait le produit efiecluëy.et 
qui. sont les inconnues de la queslion. 
Maintenant on a 



En ellet, ^ et R^J^ élajil nuls pour x = Oy on a 

> ■ 

Lé premier membre de celte équation devient, en y rem- 
plaçant les dérivées secondes par leurs valeurs déduites de 
l'équation (3), 

a^O étant les valeurs de a correspondant aux racines 
deFéquation (5) qui déterminent R^''^ 

D'autre part, de Téquation à la surface (a^), dans la- 

quelle on substitue à la place de V, on déduit 

■ 



d'où résulte que le second membre de l equation (e) est 
nul, et que par suite il eu est de même du premier (e'), 
puisque M**) est différent de a^'^^ ce qui démontre le théorème 
énoncé. 

En mnl^pliant donc la relation (d) par R^;^£/a,etinlé- 
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grant de o jusqu'à on trouve 



et l'on obtiendra les autres coefficients, en remplaçant sac* 
cessÎTement IHndice o par i, 3 , 3, . • . • 

On déduit de ce qui précède le théorème snirant : 

Si Ton pose 

!>( > / Rv'^ûWv^to 

ii*ëtant pas nul, Texpression de la température V après 
un temps quelconque sera 



y = 00 



2 



Dans le cas où l'état initial de la chaleur ne dépend que 
de a, Wy étant nul pour i, Y se réduit à 

479. Température finale de la sphère, — L'une des 
racines de Féquation (5) esl nulle, et correspond à Tétat 
d'équilibre de température de la sphère. Dans ce cas Téqua- 
tion (3) devient, après y avoir remplacée par sa valeur 

en a, ^ 

d*K, v(v-4-i) „ _ 
ÎT- 

On trouve facilement, en posant Ry s= ua^ pour Tinté* 
grale complète de cette équation, 

C^, étant deux consuntes arbitraires ; mais comme cette 

25 
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fonction doit conserver au eentre une valeur finie, il faut 
qoe = o, et nous devrons iK«Ddi« tout simplement 

(6) R, = C» 

La condilion [2') donne Cv= o, de sorte que Tetat initial 
de la chaleur de la sphère n'a aucune influence sur sa tciii- 
pérature finale, qui ne dépend dès lors que de la partie de V' 
qui ne renfefme pas le ten^p». Supposons que cette partie 
soit développée en une suite de fonctions sphériques , 
l'équaiion (s) donnera, en comparant les fonctions sem- 
blables, 

d'où 



et pour la température tîuaie, 

480. État pénultième de la chaleur dans une splierc 
d^UH grand rayon, — Lorsque le rayon 4ide)a sphère est 
très-grand, l'équation (5) se réduit approxinnativement à 
la suivante 

(5') X»sin«t<-XyCûsXi=Q, 

qui permet de reconnaitre que la plus petite valeur dc! 
antre, que zéro est n pour v =2 o, est oompcise entre ir 

3 3 
et - pour V = I , entre - tt cl 271 pour v = 2, etc. Pour 

une même valeur de v, les exponentielles disparaîtront les 
unes après les autres, d'après Tordre de décroisssince des 
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quantités Xt ou a ; de la même manière, tous les termes 

correspondant aux plus peliles valeur^ a de a disparaîtront 
dans Tordre de grandeur de v, de sorte qu'avant l^ëtablis- 
sèment de la température finale il ne restera de sensible 
que le terme 

a 

n 

A cette ëpo(|ue Xi, comme nous venons de le votr^ est ten-* 
siblement égal à ir» mais Téquation ( 5 ) donne plus exacte- 
ment 



d*où 

par snite 
(8) V 



en remarquant que Tarbitraire peut être supposée égale 

à Tunité. 

A la surtacc on a 



(9) 



en désignant par G la valeur de à Forigine du temps, 

et la formule (8) peut encore mettre sous la forme 

(B») v=^i.E~"Ti(-à)ri„«,f,_ ■ ), 
d'où 

pour la température au centre qui est iacomparablemeut 
plus grande qu^à la surface. 

25. 
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L'au^iiiL'iiialion (jiu' huhil la lenipéi alurc lorsque Ton 
descend à une profc^tidcur e très-petite au-dessous de la sur- 
face est — e j ^ vertu dès ibnnules (2') et (9), 

(lo) /i€V. = AfGE /'î*^' 

el Ton Toil qu'elle est indépendante du mode d*échaufle- 
mcnt de la sphère. 

iSi . Application au glohe terrestre. — Nous considé- 
rerons la Terre connut' wwv sjilièrc composée de coiu lies 
sphériques coucculriquus, bomogèncs, douL la densité aug< 
meole de la surface au centre, conformément a ce que nous 
avons dit au chapitre IV; maïs nous admettrons que le 
coefficient de dilatation, la capacité caloriOque et le pou* 
voir émissif ont rcspeelivemenl la même valeur pour toutes 
ces couclies. Nous supposernus de plus que la température 
est la même en chaque point d'une couche ou que V est 
indépendant de/ui et cf. 

A la surface de la Terre la température moyenne ou la 
portion de V indépendante du temps est assez bien repré- 
sentée, à difTérentcs latitudes, par la formule 



r = U. -4- U', =r - 1 7«, 78 -H 45", 28 . y/ 1 - f*S 

déduite d'une autre proposée par M. Brewstcr, en substi- 
tuant aux degrés de Fahrenheit les degrés centigrades. Si la 

Terre avait atteint son état d'équilibre de chaleur, on au- 
rait, diaprés le n° 179, 



a ^1 — 



V/=:= - , 70, 78 -H 4 5% 28 . - ^ ^ , 

H ^ 

et cette température finale, en raison de la grandeur du 
rayon terrestre aj, subirait des variations trés-lentes près de 
la surface et qui seraient insensibles dans les mines les plus 



2 
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profondes. L*auginentation de température observée à me- 
sure que l 'on pénètre dans l'intérieur de Técorce terrestre, et 
qui est de i degré par 33 mètres de profondeur semble 

donc indiquer que notn^ i^lobe n'est pas encore arrivé à soji 
état final de terapéralure, et nous sonimes alors conduit à 
étudier ce qu'il peut résulter de l'hypothèse où sa chaleur 
propre serait parvenue à son dernier état de mouvement, 
défini par les formules dù numéro précédent. 

Nous pourrons prendre Tépoquc actuelle pour origine du 
temps, en considérai! L / comme négatif ou posilil scion qu il 



[ * ) L'opittion émite par Poisson ost que la r^oa centrale de la Terre, en 
nUeoqi de sa baate température résaltant de éi^te loi étendue k toutes les 
profondeurs, ne peut se trouver qu'à Tétat gaseuz, et il considère la pres- 
sion dueau poids des couches supériein-es comme insuffîsanle puur mainte- 
nir ceUe zone à une deiisilo éjjah; à ciiKj Cois crlle de la siirdici;. De cclto 
impossibilité, il conclut que le rei'roidisscmeul, et, (>;ir suite, la sulidilica- 
lion, a coimnencé au centre et s est étendu proffressiveinent vers la surface. 
Pour expliquer leâ températures cruibsuut avec les> prul'uudeurâ, il admet 
que le système solaire» dans son mouvement général de translation, traverse 
des espaces plus on moins chauds, et que, actuellement, il se trouve dans 
on milieu plus froid que celui qui Venveloppait h Pépoque antérieure où la 
Terre a atteint son éc^uîlibre de température. 

Contrairement an système de Poisson, réludc des phénomènes géoîo(;îr|ues 
conduit à admettre que l'intérieur do la Terre est liquide, que l'épaisseur 
de la cruùte solide recouvrant le noyau central est relativement peu épaisse 
(4o kilomèlrcs environ) et continue à croître, et qu'ainsi la aolidilicatioa a 
lieu de la surface au centre. (KqT^crs pour plus de détails le savant ouvrogo 
d« M. Vésian, Intitulé Prodrome de Géologie,) 

Quelques géologues, par assimilation avec les courants qui se produisent 
dans les liquides chauffés h leur partie inférieure, et qui tendent à régula- 
riser la température, émettent do plus l'avis que la température est uni- 
forme dans la masse du noyau central. 

Mais nuuH l'eruas icmaïquer que ces courants deviennent insensibles dans 
les fluides qui attei^jnent un certain dc^ré de viscosité, comme les métaux 
fondus, etc.; que de pareils fluides transmettent a peu prés la chaleur 
comme les solides; que rien ne s'oppose à ce que la température crois- 
sant avec la profondeur, le centre de la Terre ne reste cependant à Pélat 
liquide, puisqu'un excès do pression et un excès de température produisent 
des elTels cofitraires dans les changements d'état des corps. Telles sont les 
diverses cun!>idéralion:> qui nous oui conduit à faire sur la coustilutiou de la 
Terre 1 hypothèse éuoui^^ec dans le ie\te, 
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s'aura de temps passés ou à venir, ce qui rerient à rem* 

placer par G Texpression G£ ^ dans laquelle f* 

représente le temps écoulé depuis Tinstant où Ton a consi* 
dëré Tétat de température comme initial. 
Lalbrmule (lo) donne la relation 

Désiguons par \ ' la portion de V qui est d\n' à racliua so- 
laire dont nous repi ésenterotis relFcl ihcrmomélrique V 
par F sinml, F étant une constaute et mt la longitude dn 
Soleil. 

Pour des points très-voisins de la surface ou pour de 
très^andes valeurs de a, l'équation (i) donne 

da* ^ dt 

ou 

eu appelant z la très-petite profondeur — a au-dessous 
de la surface de ia Terre. L'équation (2) donne à la surface 

(A) ÎÎ^ = A(V' — Fjsinii»/. 

On satisfait aux équations (g) et {h) en posant 

(1') tangA:^ ~ ' 



V 



A m 
2 
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dau&sure a trouvé p«r Tobservatioa qu'à une profondeur 
de 9"» 60 le coefficient de U variaiion enavelie de \" est 

égal à de sa valeur, ce qui douiie la relaliou 



/ km 

d'où 

itlff s 0 , 1 34 • 

Eu ubâei vaut le maximum de la température anouelle h 
Paris, maximum qui correspond à 

ûn (//!/ — X) = l, d'où wi/ = -4->, 

on a été conduit à prendre 

tangX:=o,6, 

et, par l'élimination de A, les formules (J ) et (i') dounent 
(y) 0 = 0,172, 

pour la portion de la température actuelle à la surface de 
la Terre due â sa chaleur centrale. 

182. Diminution de la durée du jour due au refroidis-^ 
sèment de la Tem. — » Soient, a une époqne quelconque, 
i le coefficient de dilatation cubique des couches sphériques 
dont la Terre est censée composée, et que nous con- 
sidérerons cumme sensiblement ronslanL pour les faibles 
variations de température que nous aurons à considérer; 
n la vitesse angulaire du globe terrestre autour de son axe^ 
</IVf = inà*pda la masse de la couche sphériquede rajfon d 
et de densité p. D'après le principe des aires, le produit 
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doit rester constant lorsque la température subit avec le 
temps la variaûoa que nous supposerons asses petite, 
de même que les variations correspondantes ^a, ân^ pour 
que Ton puisse en négliger les puissances supérieures a la 
première* On a ainsi 



d'où 



I pa^daSa 
0 



La ( ondition relative à la variation du volume de dM, avec 
la température donne 

ou, en remarquant que le premier membre de cette formule 
est équivalent kd[a*^a)i 

a*9a^i J"' a*iyda, 

par suite 

o Jo 

n /•«! 

• pa*da 
Jo 

Si nous adoptons Thypolbèse de M. Roche sur la pro- 
gression de la densité des couches à mesure que Ton s'ap- 
proche du centre, nous devrons remplacer, dans la pre- 



a 

nons plus ici le rayon terrestre pour unité. Nous aurons 



mière formtde du 106, a par puisque nous ne pre- 
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n 



aiuâi, en posauL — = 



OU, en intégrant par parties, 

?=-iï^[X'"-'-('*I)X>-'* 

»Jo J 

D^auljc pari, si 1 ou tummcnce à compter le temps lors- 
que la vitesse angulaire est la formule (8') du.n^ 180 
donne, à trè»-peu près, pour des valeurs de / qui nedépas» 
sent pas certaÎDes limites, et en ayant ^ard à la grandeur 
du rayon a,, 

tfV= — smTTX, 

et eomme on a, en gâiéral, 

J a;'sm9r4;.<£e=:^|^I -- ^ --h— — p- ^'*'J* 

on trouve, en définitive, 

Nous avons fait l'application de cette formule, dans la- 
quelle ai doit être évalué en mètres, pour une période de 
20O0 années, en remarquant que pour chaque année on 
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peut prendre approxîmativemenl rnt = air, et nous avon& 
trouvé, eu faisant usage des valeurs numérises données au 
numéro précédent, 
in 1 36 î 

— = — dans l'hypothèse de âs=o ou d'uoe densité uniforme; 
n lo* ""^ *^ 

— = en supposant p =z= 0,0, comme au n* iv8* 

Si nous assiiuilous, faute d'autres éléments sur les ma- 
tières en fusion, le fluide qui constitue la presque tota- 
lité de U Terre aux liquides dont nous connaissons les coef- 
ficients de dilatation, nous pourrons prendre comme chiffre 

in 

moyen 1 = 0,0007, et les valeurs précédentes de — de<- 

^ q5 117 , 
viennent et correspondent respectivement a une 

diminution de o%o8, o*, 10 dans le jour moyeu, depuis 
Tèrc chrétienne jusqu'à Tépoque actuelle, ce qui est insen- 
sible. 
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CHAPITRE X. 

ÉQU1L1BK£ D ÉLASTICITÉ D'UNE CROUÏE 

PIANÉTAIRË. 



188. SnppoAODS qae, à la suite du refroidissement» il 
se soit formé è la surface d'une planète une croûte solide 

d'une Lrès-iaiblc épaisseur, comme cela a lieu pour la 
Terre, et proposons-nous do déterminer les conditions 
d'équilibre d'élasticité de cette croûte, en la supposant 
homogène et sphérique ; mais auparavant, nous repren* 
drons aussi brièvement que possible les formules de méca- 
nique moléculaire sur lesquelles nous devons nous appuyer 
pour résoudre cette question. 

184. Définition de la pression duiis les corps solides» 
— La pression sur un élément plan pris dans Tintérieur 
d'un corps solide est la résultante des actions des molé- 
cules placées au-dessus de l'élément, supposé prolongé 
indéfiniment dans tous les sens, sur les molécules situées 
de l'autre côté , dont les directions traversent le même 
élément dans 1 intérieur du périmètre qui le circonscrit. 

Soient : 

w un élément plan pris dans l'intérieur d'un corps so- 
lide« sur Iec[uel s'exerce une pression que nous nous 
proposons de détermiuer \ 

G le centre de gravité de Pélémoit u ; 

r la distance de deux molécules de masses m', m!' situées 
de part cl d'autre de iù sur une droite qui traverse 
l'aire de cet élément ; 
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f(i') la fonriion de la distance qui représente raclioii 

mutuelle nii rn"J [r) des deux molécules m' cl in" ^ 
p la densité du corps ^ 

p la pression sur tù rapportée k Tuiiité de surface -, 

X,, Y:,Z, les composantes do fK parallèles i\ trois axes 
rectangulaires Ox, Oj, Oz dont les deux premiers 
sont parallèles et le troisième perpendiculaire à cd. 

Nous supposerons le corps homogène dans toutes ses 

parties. 

Pour déterminer la résultante de toutes les actions 
telles que m' mf^f (r), on peut (*) d'abord faire la somme de 
toutes les actiotos exercées par les molécules rnf situées au- 
dessus de 0» » sur celles m" situées au-dessous ^ et pour 
lesquelles la distance r reste constante en grandeur et en 
direction. Or, les molécules ///'formant un ovliiidre i l>li([ue 
ayant pour base w et pour génératrice une parallèle u r, 
leur masse totale sera 

^Mrcos(r, z)i 

d'un autre côté , puisque le corps est homogène , les 
masses m' sont équivalentes \ la somme ci-dessus devient 
ainsi 

sa composante parallèle aux a:, 

jK'p*ij/(r}cos (r, z) cos {r, 

par suite 

Xj£=: 0 Samm' r/{ r) cos (r, z) cos (r, x), 

le signe Som s^étendant à toutes les inoléc ules ///' su|H'- 
rieures à b) cl à toutes les valeurs de r pour lesquelles la 
fonction / (r) ne devient pas insensible* Mais cette somme 
est équivalente à la moitié de la somme, prise entre les 
mêmes limites, des ptt)duits mrf(r) cos (r, z) cos (r, x) 



(") Coite démonslratiiMi, oxlroaiciinMil simplo, fsl duc à M. de Sainl- 
Vcnaut. 
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relatifs à toutes les molérulcs m situées autour du centre ' 
de gravité G de et à leur distance r à ce même point; on 
aura donc 

X» = ~ p Som mrf{ r) co&(r, z) cos ( r, x), 
ei de même 

T, = ^ pSooi mrf{r) cos (r, «) cos (/•, j), 

Z« = ^ pSom mrf{r) cos* (r, z), 

i85. Expression de la pression en fonction des dépla^ 
céments, — L'élasticité, comme chacun le sait, est cette 
propriété en vertu de laquelle les molécules qui constituent 
un corps solide u^ndcot à reprendre leurs positions primi- 
* tivesy lorsque la cause qui les en avait écartées vient à 
disparaître. Mais les corps ne sont élastiques que dans cer- 
taines limites, généralement très-restreintes, des déplace- 
ments relatifs de leurs molécules, et au delà desquelles la 
matière se désai;régc. Nous supposerons dans ce qui suit 
que ces déplacemeuts sont assez faibles pour que Fou 
puisse négliger les termes qui les renferment à la seconde 
puissance. 

Soient x^y^ z les coordonnées primitives du centime de 

gravité ^ de w , j: H- A, j)^ + A , z-h l celles d'une molécule 
quelctmquc située dans la sphère (raciivilé de g. Les 

expressions ciodesstts, eu posant 9 (/ ) , pourront 

s'écrire ainsi, 

YÎ = ^ Som [r) iA; 
Zs = -pSomi»f (r) 
l'indice o étant rôlatif à Vétat naturel du corps. 



V 
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Supposons que le corps subisse uue très-faîble déforma- 
tion : soient d la caractéristique de la variation de r, A, A, 
/, p ; 11^ t^, w les projections sur les trois axes du dépla- 
cement de G. 

Le rayon de la sphère d'activité de g étant très-petit^ les 
dérivées partielles de ii, par rapport à ar, jr^ z, 

pourront être considérées comme constantes dans tonte son 

étendue *, d'ailleurs, ce sout des quanlilés de même ordre 
que «, i^, w, et dont on peut ainsi négliger les secondes 
puissances; il suit de In que le volume dxdydz, relatif à 
un point quelconque de la sphère d'activité, devient, après, 
la déformation, 

* 

. . / du df du'\ 



La dilatation cubique 



du d» d» 

A= h I 9 

dx dy dz 



égale à la somme des dilatations linéaires dans les trois 
directions rectangulaires des axes, restera donc constante 

pour tous les points de la sphère d*activité de ^, il en sera 
de même du la nouvelle densité 

<" + *f = rii = f ' ' - ' ) = f 1 — s - Â j ' 

que Ton pourra ainsi laisser eu iacleur commun devant les 
signes Som. 

On aura donc, pour les composantes dè la pression après 
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la déformationf 

Y»:=i lp[SQin Mf (r)M + Som m/ (r) M^r 

-h Sont m f (r ) ( /^it -t- il^/] ] 1 Somm ^ 

H- a Soœ « f (r) / ] 4- ^ Son» m y ( r} i». 

d A) par exemple^ n*étaDt autre choie que raccroîweinent 
que prend u quand on y remplace jr^ z par x -^h^ 

j'H-A, 5-f-/, on â, en négligeant les termes du deuxième 
ordre, 

fia , </«' tlu , 
dx dy dz 

-, dv . dv dv , 

dx dy dz 

el enûn 

r / L «iU: \É(r f /x / 

,,idu d(r\ div\'] 

valeurs qu^il faudra substituer dans lea expressions ci- 
dessus, en mettant en facteur eommun les dérivées par- 
tielles de i^, w. 

Les résuluis i\v. ces subsliiulioiis se simpliOent beaucoup 
si Ton remarque : que, eu raison de la symétrie, les Som 



Digitized by Google 



400 TBAITÉ ÉLÉMBOTAIES 

renfermaiit Vm des facteurs h,k^lk une puissance impaire 

sont nulles- que le corps, avant la déformation, n titaiii 
sollicité par aucune force, la constante qui représente la 
pression est nulle, ou autrement que 

Soin/7iy(r) = Som/»ç(/") A' = SomiUf (r) 

que Ton néglige les termes du deuxième ordre eu ^> 
dp dw du 

S' S' posant 



Som m tkl kU* s= Som m =: Som m /U' =: - u , 

r r r p*^' 



on trouve 



_ / dt> div\ 

Or il existe entre les constantes et y une relation ré- 
sultant de ce qu'elles sont indépendantes du choix des axes 

coordonnés. 

Soient, en cliét, a, /3, y les angles de l'axe des z avec trois 
nouveaux axes; H y V les coordonnées relatÎTes à ces axes 
et correspondant à A, A, /• On a 

i = /*' cosa -H X' Gos p 4- ^' COS7 9 
a r 

= 1» (ces* a COS* p -t- ces* 7 ) 
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comme 

I — oos^a C05* p — 6o$*7 = a (eos'acos* p -h ooft*acoft'7 

+ COS*ficOS^y) , 

il vient 

et, par suite, 




Remarques, — i* On trouvera, par une simple permu- 
tation de lettres, les pressions X,, Y^, Zy et X^., Y^^, re- 
latives aux éléments respectivement perpeiulieulaires aux 
et aux X. On déduit de là les rclalious suivantes entre les 
composantes tangentielles : 

» 

Ces relations sont indépendantes des hypothèses que 
nous avons faites plus haut sur la constitution et la i^ran- 
deur des déplacements du corps, car elles se déduisent des 
. équations des moments appliqués âl^quilibre d'un parai* 
léiépîpède élémentaire d'un corps supposé soumis à Faction 
des forces qui en sollicitent les molécules, et des pressions, 
quelle que soit d'ailleurs leur nature, exercées sur ses 
faces (*). 



(*) La propriété qu'expriment ces rdations se généralise, en cherchani 
les eondilioDS d*éqaUibre d'un tétraèdre élémeotaire dont trob ar6(6S par- 
tant d*Qn même sommet sont paralIèleB aux axes coordonnés. On arriTO 
de cette manière au théorème snivant : 

Si en un point Sun solide on conçoit deux éléments plans, la force élastique • • 
relativn au premier, projetée sur la normale au deuxième, est égale à la Jùrce 
élastique, correspondant à ce dernier projetée suf la normale au premier, 

26 
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2*^ Ou a 
et dans le cas où 

Xs= o, Yj= o, ' 

il vient 

5 r/tv 

formule ap|(li( ablc au cas d iiixfil élastique chargé vertica- 
]emeiH d un poids. Si donc E désigae le coaflicient d'élasti* 
cité de la substance, on a ■ 

|,i = E, d'où ft = gBC). 



(*) JVftfe sur l'applicatiam de la tkéërûdes fimetioni itotrope» de M- Camd^ 
à ta recherche des preutons dams un eorpi éUuUque hann^ène. 

Or peut, en faiMot qsage de la théorie des foactioiw isolropee de M. Cau- 
eliy, arriver trés-simplemeot aux expressions qui rcpréaedtent'les compo- 
santes de la pressioo aur un élément plan comprta dam llatéfienr d'un 

corps élastique. 

Concevons, pour ccln, que l'on projette les composantes X^, Y^., Z^. sut une 
droite OA dont les cosinus des angles avec les trois axes coordunnés soient 

d d d 

roapectivemeat à, b, c, représentons par u, fi, y lea symbolea ■j-t-j't'r 

ds dy dt 

OU en adi^taiM la notation plus commode de H. Cauch-j. 

La projeetion 

devra èonaerver eonstamment la même valeur, en faiaant subir on d^1aoe> 
ment angulaire quelconque autour de Vaxo îles t, au ayatème deadem 

autres axes; en d'autres termes, est une fonction iwtropp par rapporté 
l'axe (les x des gramlcurs u, v, w, n, c dont elle dépend et une fonction 
symbolique do D^, D^, D,. I> ailleurs est linéaire par rapport à «, A, c et a, 
V, ou du moins approximativement pour les déplacements, en raison de 
leur petitesse; elle sera donc représentée symboliquement par unefoneiion 
isotrope par rapporté Vaxe des jr de a, )S, y, ft, u, ¥^ w, et sera ainsi de 
la forme * 

r,as Gau-i- (^cw)-i-K (ftw<~ w)^ [L«-f M(j9*H- yc>4- N Qic— yby\(fiv+'/w) 
-h P II * -h y e) -t- [ Q a-l- R 08 i -Hy c ) K y f — jS), 

G, B, K, L| M, fij P, Q, R éunt dea fonctioBa symboliques de «, ^3* + y\ 
Si noua auppoaons qiie la foncCton ne renferme que les dérivées pre • 
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186. Éqiuitions fie l' é/asticitéen cooi tloniu'cs polaires. — 
Soil /' le rayou mené iie i origine des coordonnées à un 
poini M du oorpS) point qui sera en outre défini par sa lati- 
tude A et sa longitude L comptée à partir d^un méridien 
pris pour origine. Les équations c)ierchées s'obtiendront 
en exprimant que Télément de volume déterminé par deux 
plans méridiens conséculifsdi&lanls de r/L, pai (]( ux sphères 
concentriques de rayons r et /'H-r/r et deux tôjies circu- 
laires ayant pour sommet le centre des sphères, pour axe la 

ligne des pôles et pour deini-ouverluic ~ — ^y^-^i^-i- dl)^ 

est en équilibre. 

Cela posé^ appelons R,., Pr les composantes de la 



mières deuf, m\ ou qu'elle soil du premier ordre en «, li, y, les cncilîeicnls 
M, N, R devronl être oui»; P, Q se réduiront à «Les constantes; G, IJ, K 
seront de la forme 

Btë'* ^* ^'t ^> ^' étant des constantes; et l'on aura, par suite. 




r,=^B -i-g'a « U'^h(hv'^ *'«(A«»-f-cw)-|- *(*«»-. vty+'A iw) 



Eu raison de Phoniogénéitc du corps, r^, r, se dcduiroiit de cette formule 
par une simple pormutktioa de lettrée. 

La pro|eclioii sur OA des presaions relatives aux aix faoesdai parallélépi- 
pède djri^cb devant être ^le, peur réqBiHIme de cet élément de Tolime, 
k la projeetion semblable de l'accélération des forcée aollieita^ le solide au 
point (xy y y t\ est indépendante de la direction des axes; en d'autans termes, 
D^r^-HDy.rj,-f.D,rj ou l'expression symbolique «F, -h^r^ 4- y T^^ est iso- 
trope, relativement aux trois axes, en a, /8, w, ti-, a, r, linéaire par 
rapport aux six dernières de ces quantités, et du stuonJ ordre par rapport 
aux trois premières. Cette expression est donc nécessairement do la forme 

« r,-<- i8 r^H" y r,= r -f- («'-+- /3« -f- •/*) i ( hv h- cw ) 

-Hn(a<i-t-/5/'-<-5-c)(«u-i-^»'-i-yw) 

-f-/» [a ( y — ^ w) -H ( a w — /3 « ) -i- c(/3 u — «••)], 

m, m', n, p étant des constantes. 
Remplaçant dans ceUc égalité r,, r^, T. par leurs valeur» déduites de la 

26. 
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force ëlasiique respectivement dirigées suivant ic prolon- 
gement du rayon, la méridienne en allant vers le pôle et la 
tangente au parallèle dans le sens du mouvement du méri- 
dien mobile par rapport au méridien fixc^ pour un élément 

plan perpendiculaire à / j R^, ÎM„., les composantes ana- 
logues ^)our un élément plan perpeudiculaiie a la méri- 



formule (i), puis idèntlfitnt les eoeffieieatf de on arrhe à une équation 
entre et, jS, 7, v, w qui doit se réduire à une identité. 
En suivant cette maretie, on est conduit aux relations 

^=0, A = o, A = «, *':=o, Q = o, ^ = m'-+-n, h'=.m', L + P = n, 

d'où 

Snl>«titiianl dam la formiiîf» f 1 ), à la place de F^, sa valeur a X^-H & Y,-4-rZ^, 
puis idcrititiaiit li;^ LuelUcienls de a, c, on trouve, en ayant égaitl au& 
cuiiditiuiis ci-dfssus, 

Y^=./('ûci»-HP^ii, 

-et -comme 

il faut que 

A'=P. 

d'où 

=^ j l'D^u -h L( D,« •+. -i- l),w), 
Y,= P(I>..'-i-D^«), 
Z,=sP(D,-hD,ii). 

Ces rormules sont édites dont M. Lamé fait- usage dans ses Leçons sw 
rélasticité ; |^es rentrent dans celles que nous avons trouvées plus haut» en 
7 supposant égales les deux constantes indépendantes P et t. 

L'alité entre ces deux constantes, à laquélte nous sommes arrivé par 
' notre première inélhode, ne paratt pas complètement d'accord avec Vexpé- 
rience. Ainsi M. Wertbeim a trouvé, à la suite de plusieurs expériences, que 

le rapport p est sensiblement ^al à a. 

DansTincertilude où nous nous trouvons surla valeur do ce rapport, dontla 
connaissance est indispensable pour pouvoir calculer L et P en fonctions 

du copfftcinii d'ôlasticitr, la seule constante que l'on a l'habitude de faire 
entrer dans bîs qjipstions de résistance den matériaux, nous avons cru devoir 
continuera admettre .la relation théorique L = P, trouvée par MM. Navicr, 
Poisson et Cauchy. 
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dîeiiiie; eniiii R^, M,,, P^, les mêmes composâmes pour un 
élément situé dans le plan méridien. 

Les composantes de la pression pour la face r*co&\dXdL 
[)crpendîculaire à r, de rélément de volume considéré, sont 

pour la lace rco&XdrdL^ perpendiculaire à la méridienne* 
on a de même 

enfin pour la face rdrd'k située dans le plan méridien, 

Soient 0«'la trace du méridien fixe sur rér|ua- 

leur, la perpendiculaire menée par le centre O à ce dernier 
plan, et la ligne des pôles. On a, en siipprimanl les indices 
qui affectent les pressions, 

cos (R, x') = cos^cosL, cos (R, r') = cosXsinL, cos (H, z') = sîii)., 

(C) { cos (M, x') = — sinXcosL, cos (M,/') ~ — sinXsinL, cos (M, s') — cos>, 

cos (P, x') = — sinL, cos {^if) — cosL, cos (P, = o. 

* 

D*après cela, on pourra tr^s^facilement obtenir les corn-- 

posantes des forces ci-dessus suiv ant Ox'^ 0 > O z' \ en les 
changeant (le signe et les augmentant de leursdilîérenliclles 
par rapport à r pour celles qui piovieunent du premier 
groupe, à A pour le deuxième, à L pour le troisième, on 
aura les expressions analogues pour les faces opposées à 
celles que nous avons considérées; en faisant la somme des 
composantes suivant chacune des dircM lions Ox\ Oj Oz\ 
les diiiérculiellcs seules reslcul et Ton trouve ainsi : 



ftr dh </L 

. : , tl^'rr" . - </P„cosX ' r/P siiiL 
— coslsinL — 7 rsinL — «r: r — -. 



» pour 0^ ', 



dr . dk dL 
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• rfr </L 

r/X «L 



ftr Uk ^ (IL 

eos / sin A + /• — i -f- /• sin a ^ 



^ |)our0-. 



Soient maintenant Ru, M*, Po les composantes respecti- 
▼ement parallèles aux R, M, P de Taccélération des forces 
qai so1Ii<!Tient la niasse élémentaire pf^wkdrdXdh^ on 

aura pour les équaiious d'équilibre : 

cos^ A cos L — -f — h r cosL — h rcos a — 

tir dh «L 

(ir flk (IL 

dr df du 

4- f'oosX ( R,cosL — Sf^sinX cosL ^ P.sinL) = o, 

cos'XsinL-jjj^-l-rsmL — ~j \-rc^h — 

r/r dh dL 

cosXnnL-^; — j-reosL-i-^^ — î + r — jj^^ — 
p cosX (B^ cosX sin L — M, sinX sin L + P« eosL) = o, 

dr . dh du 

p/^cosX (figSinX -H M.cosX) = o. 

Si l'oa élimine successivemxîiii Mo et Poî l^o l-^j *^lo 
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et Ro entre ces équations, on obtient les reiaLiunt> plus 
simples : 

(E) l q^^Vj^^^^I^^-^Z^^ 

i iir r (Ta rcoSA r/L r • • » 

Ces équations cxpiinienl que les soinuieb des projections 
des forces sur le rayon, la méridienne, la tangente ou pa- 
rallèle, sont séparément nulks. On aurait pu y arriver di- 
rectement sans passer par les aies de projection auxiliaires, 
mais les calcvls sonl plus sîm^es et plus uniformes en sui- 
vant la marche que nous avons adoptée. 

Aux équations (E) il faut joindre les relations (B), qui 
deviennent ici 

Il nous reste maintenant à exprimer les pressions en 

fonction des déplacements W, U, V estimés respectivement 
suivant le rayon, la méridienne et la tangente au parallèle; 
ce qui revient à déterminer, en fonction de ces déplace- 
ments, les dérivées partielles, par rapport à jr, des 
déplacements u, rapportés aux directions ci-dessus 
prises pour aaes des s, des/ et des pour z^r, xss^o^ 
/=o. Le tout te réduit donc à une irandbrmauon de 
coordonnées, dont nous simplifierons les calculs on ayant 
recours aux axes auxiliaires dos x', y\ z' qui nous ont 
servi plus haut. Les formules (C) donnent 

cos ( .r, x' ) = — si II A cosL, cos ( jr, ) = — sin > sin L, cos ( r, z' ) — cosX, 
(C) { cos (j, x') = — sinL, cos (/./) » opsL, cos (/, «') = o, 

cos(2,x') = cos^cosL, G08(x,/}3PC08>sinL, cos (s, s') = sin X. 

û^un autre coté, si Ton ap|kcUc z^, A', ii les 4XM>rdpuo«os 
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polaires d^un point quelcoiiijue^eld sphère, oa a 

«'= r'cosX'oosL'y 

Les coordonnées de ce même point rapporté auxaxcsor, 
j^, z seront, par suite, en substituant et réduisant, 

X = x'cos (x, x') -h y ces (x, y) 4- a' ces (j-, *') 
= r' [sinX' cosX — siuÀcosX'cos (L' — L)], 

r = *'cos(jr,x') -H/co8(^,y)-4-a'co»(/,»') 
^ r' cosX' ttD ( L' L)» 

» = d/cos(z, x') -}-j'cos (z, 4- «'cos (z, z') 
= r' [sinX sinX' -|- cosX cosÀ' cos (L' — Lj]. 

Si Ton diffërentie ces équations successivement par rapport 

à -ss, puisque dans les résultats on suppose = ^, 

\I = L, r' = r, on obtient 

dx r dy m 

' s 

-— =0, -j-=o, —- = 1. 

Par suite, si F est une fonction quelconque de x, 
on a, pour les valeurs ci-dessus des variables, 

</x d'/> /• ' 

^ ' ^ ~ <fti rcosX' 

£F_£F 
dr* 

formiiles dont nous trouverons tout à Theure rappliôition. 



Digitized by Google 



DE MÉCANIQUE CÉX^STE. 4^9 

On d'autre part, 

u cos ( X, .r' ) -f- «» COS (jTf X ) -h wco% ( z, x' ) 

=s Wca»{ W, ) -H Uco«( U, x'} ^ V cos ( V, j?'), 

iccos(ar^y) -hi'COft(j^,y)H-«'coa(«,y) 

= Wcos(W,/)H-Ucos(U,/)+Vcoi(V,/), 

iicoi(jr, «') +^co9 «') -|-<*'cos(s» »') 

= W cos (W, »' ) -h U cos (U, «' ) H- V cos ( V, «). 

Pour obtenir les cosinus -qui multiplient il 
suffit de recourir aux formules (6) posées plus haut, en y 

remplaçant, dans les termes symboliques, R, M, P par les 
déplacements correspDiidanis, et accentuant les X, L, r\ en 
ayant ^ard à ces formules ainsi qu'aux relations (C), les 
équations ci-dessus combinées par addition donnent les 
suivantes ; 

I» ==: W [sin V cos> ^ cos V sin> cos (L' — L ]] 
+ U[co8XoosX' + sinXsinV cos(L'— L)] 4- VsioXsin (L'—L)» 

I» = W cosV sin (L' — L) — U sinX' sin (L'— L) + V cos(L'— L), 

w= W^siDÀsiDA' 4- COS A COS A . cos (L — L}] 
-H U [sinXcosX'— sinX' oosX cos (L'-^ L}] VcosX sin (L'— L). 

Si Ton différenlie ces équations par rapporta Tune quel- 
conque des variables or, z, on a, pour sszr^ W=zl^ 
V = L, les relations symboliques 

du rfU + VsinX dL + WrfX, 
rfp = rfV H- ( WcosX — U MnX) rfL, 
diP^^dW-^VdX — VcosXi/L; 

» 
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par suile, en ayant ^ard aux formules (F) cl (G), 

(If rcosA dlu 
fU dr * 



V 



(H) 



dv 
dx 

dp 

cùv 
dx 

d(v 



I dW 
r dX* 

rcosX dL ^ ' 

dY 

S?' 

\_ f/W u 
t dYi 



— y 
r 



rcosA d\ 



— ♦ 



La dilataiion cubîqne et les pressions sont alors expri- 
mées [fonaales (A)] par 

I r/U î d\ 2W — UUni'A 

:r 1 1_ I ^ -4- — ♦ 

r dk 



Rr 
M. 

B. 



Z 
X 
T 



à -H 2 



1 f/U 

L. 2 



W\ 



rcosX rfL 



2 



Mr ^ Zx ^ Xs ^ -7 — I jr ' 

f/r r dk r 



= P, = Z, = Y,= 



rcosX dh 



— » 
r 



M„=p« = x,=:yx = 



I f/U V , I rfV 
rcosX dL r ^ r dh 
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Ces formules s'obtiennebt babitaellement en dëtermî* 
nant, en fonction de X, L, r, les pressions exercées sur trois 

ëlémetUs respcclivenient perpendiculaires aux x\ aux j ' et 
aux z\ puis passant de ces pressions aux R, M, P, en fai* 
sant usage des relations auxquelles conduit la eonsidératiou 
du téti'aédre élémentaire. Maia It marche que nous avons 
suirie nous a paru au moins aussi naturelle et aussi simple. 

Les équations générales de Télasticitéen coordonnées po- 
îaîres s'obtiendi uiu en subsLituaiii les valeurs ci-dessus des 
pressions dans les équations (L) \ on trouve ainsi 

43/^çosX^4-cosXj;L^^-_j 

. (d^ dr\S\ d (drV I dVf\~\ 



= o, 



H- pcosAr'JR, = o, 

, d fdW drl]\l ^ 

L cosX dL dr \ dr cosX dL / 

l d f \ dr\J i r//cosAV\'T • 
r' Ua \c*jsl dL cosX dr Jj ^ * 



= 0. 



Li» conditions relatives à la surface s'obtiendront en 
exprimant que les forces élastiques , R,,,, sont égales 
aux composantes estimées suivaiiL leurs directions des forces 
qui sollicitent le même point de cette surface. 

Les formules que nous venons d'établir peuvent mainte- 
nant nous permettre d'aborder la question suivante. 

187. Équilibre fî^ élasticité d'une croûte planétaire sphé- 
riqiie aniniéc d 'un nwm'cnient de rotation uniforme au- 
tour d'un diamètre, sollicitée par la gravité et soumise à 
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4 I 3 TUAITÉ ÉLÉMEJNTAIUE 

4les pressions noimales inténeure et extérieure, ^ Soient: 

g la gravité à la surface; 

/•j ei Tq les rayons exiérîpur et intérieur; 

Pi et Po les pressions extérieure et imérieure; • 

e répaîsaisiir de la croûte; 

fi la vîtes» angulaire de la roUtîon ; l'accélération cen- 
trifuge sera exprimée par n'rcosX. 

Il est manifeste que, après la déformation, la croûte res- 
tera toujours un solide de révolution autour de Taxe des 
pèles, ei que les molécules qui la constituent ne seront dé- 
placées que dans leurs méridiens primitifs. 

Il résulte do là que V = o et que les auucs déplace- 
ments W et U sont indépendants de les formules (1) 
deviennent ainsi 



A = - 



I JU 
r IX 



2W — UiangX dW 



dr 



) 



='[ 



2 /rfU 



2 



")] 

W — U tangX 



) 



r d\ ry 

K,, zi:z O, M/, = :^ O, 

et les équations (£), qui se réduisent aux deux premières, 

^Rr 1 (IKn^ 2 Rr — Hj, rang X — M« — Pr 
dr r d\ r 



(L) 



dr r d A 



2Mr — Mi«tafi|;X 4» R^-h tan^X 

r 
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auxquelles il iaui ajouter les coudiiioiis 

IRm = o |>oiir r = r, et r=ra, 

Rr = P« pour r = r(„ 

= P, pour r = r,. 

Si l'on pose 

U =r U' -MJ% W = W -i- W", 

on pourra profiteur, de rindélermination qui existe entre 
ces nouvelles fonctions pour décomposer chacune des deux 
équations linéaires auxquelles conduit Pélimination des 

pressions entre (R) et (I.) en deux autres : l'une en U' et , 
W, renfermant seuli-nu-iil la î^ravîlé, l'atilre en U^' et W, 
coutcuaul uniquement les termes relatifs à la force centri- 
fuge. Quant aux équations de condition, on pourrai de 
même les décomposer en deux autres, de telle sorte que Po 
et Pi restent seulement dans celles en U' et W. 

. Les ([uantités U' et W ainsi délînîes ne seront autre 
chose que les déplaccmculb qni résulteraient de Ja seule 
considération de la gravité et des pressions intérieure et 
extérieure* et U^' et y^" les déplacements analogues aux- 
quels donnerait lieu la force centrifuge agissant isolément; 
nous sommes ainsi ramené à résoudre séparément les deux 
problèmes suivant. 

188* Équilibre d'une croûte sphérigue soumise à roc-' 
lion de la gravité et des pressions normales constantes in^ 

térieure et extérieure, — La croûte restant nécessairement 
sphérique et les déplacements ne pouvani avoir lieu que 
dans le sens du rayon, U est nul et VV est indépendant 
de X, 



• 
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4l4 TftâlTÊ éLiVENTAlEB 

Les formules (K) ei (L) se réduisent à 



à =-—4-2 — , 



* 

IU=M,^Oy R^ = P, = o, M, = P« = o, 
/tri f/R. ^(E. — M«,) r 

+ ^ — 5^ ?s-=^o. 

L^élimînatioii des pressions enire (K') et (L'} eondnîi & 

« 

r 



ou 



<l*oû, en posant 



r 



6 ftr, 6 ftr, 



T3 étant le poids spécifique de la substance, et en appelant a 
une constante arbitraire, 

Si dans cette équation on remplace û par sa valeur en fonc* 
don de W, puis qu'on la multiplie par r*, on aura 

r^—, — h aWr = — ; — =mr* -t- «r% 
i/r </r 

<lV)ù,cn liiiéijraiu cl désignant par h une nouvelle conslaïue 
arbitraire, 

I I h 
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d*où 



DS MÉCAVfQVB CÉLS8TB. 4*5 

par suilc, 

Les conditions relatives à la surface donneront 

5 tî^ (^?-^n , Por;-P.rf , 

par suite, 

* 

Le numérateur du terme en i» de cette expression est 
divisible par (/• — ri) et (r — r©), puisqu^il doit s'annuler 

pour r = et r = Ti ; d'ailleurs égalé à o, il donne une 
équalioïi du ciiupiième doî;ré en r (jui, ne préscnlant tjiie 
deux variaiionsy ne peut avoir d autres racines positives 
que et r|. Donc ce numérateur reste constamment négatif 
pour toutes les valeurs de r comprises entre ces deux 
limites, et) par suite, est une pression sur toute la spbàre 
de rayon r. 

Nous avons maintenant tons les élcrnonls nrccssaii es 
pour déterminer le déplacement W et les dtîux forces élas- 
tiques principales d'égale intensité M^^ ^p* Mais pour ^im-* 
plifier les formules, nous supposerons IVpaisseur e de la 
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■ • 

croûte assez faibJe pour que Von puisse en obliger le 

carré. 

Posant doue 

r s= -i- « , 

on aura 

> I t 2c 

„ /i . 1 /3 , I 2A\ 

_ Fil _ 5 4* '^^M 
= j« [-g- "z-. + 3 « - Tj- + • (y»"-. + — ) J . 

d'où Ton déduit 



12p 



\ 5 la \ €f 3o / i2{ 



Ces valeurs substituées dans conduisent à 



c 



ce qui était évident à priori* 
£nfin on a, pour le déplacement 

W=r — (P#— P| p- 
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OU, en négligeant Po devant 



W = 



- ~ P, — P,— wr) ( — ). 

I , X / 3 r, 5 « \ 



r ao|* 

et la variation subie par l'épaisseur e est représenté par 

W. — W. — ~ - (P. - P, — oer). 

Si nous appelons Q la valeur commune aux deux forces 
élastiques principales M^, Pp, lîous aurons, en continuant 
la même approximation , 

_i^P,_P,_„^)ij, 

d*où , en négligeant P« devant P« - 9 

1 r 5 
Q.=: — ?(P, — P. — oe), Q, = Q,4- golf. 

Supposons que Pq — Pf — oe devienne nul, après avoir 
été primitivement différent <le o) on aura 



5 

W=o, Qi = o, Q,=:gw; 



a? 
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4l8 TRAIT A ÉLAMCHVAIIE 

ce qui revii nl à dire que si, en se déformant, la Terre ne 
s'était désaj;iégéc ni fissurée, elle reprendrait dans les con- 
ditions actuelles sa forme primitive, les forces élastiques 
perpcDcliculaireé aa rayon devenant nulles à la surface in<- 
tërieare, et des tractions à la surface extérieure. 

Admettons maÎTitenanl que, par suite du refroidissement 
du nf)yaLi liquRle intérieur de la i ei re et de la eou trac lion 
qui en résuke, Po aille en diminuant; W deviendra néga- 
tif; 1 épaisseur e ira en augmentant; Qo sera une pression 
croissante en intensité^ tandis que Qt restera une traction 
ou finira par devenir une compression. L^écoree terrestre 
pourra donc se rompre de deux manières diflfërentes : i ^ par 
irrachement à l'extérieur et écrasement à l intericui , ce 
qui donne une explication fort simple des tremblements de 
terre; a*' par écrasement sur toute son épaisseur. 

Dans ce dernier mode de rupture, la matière liquide du 
noyau, comprimée par les rocbes supérieures, tendra à en 
soulever les différentes parties dans lesquelles ces dernières 
ont été divisées, et à arriver jusqu'à la surface delà Terre. 
On retombe ainsi sur la théorie relative à la formation des 
chaînes de montagnes due à M. Ëlie de Beaumont. 

L'ellipsoïde d'élasticité correspondant à un point 
quelconque de la surface extérieure de la croikte a pour 
équation 

la surface à laquelle est tangent l'élément pour lequel un 
rayon vecteur de cet ellipsoïde représente la force élas- 
tique, est déterminée par 

K étant une constante positive. 

K<tre« Im Leeoni mr l'élastieUé, de M. Lamé. 
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DE IféCAMIQVK CHVSTI. 4^9 

Si nous supposons que soit une traction, cette équa-^ 
tion correspond à deux liyperboloïdes de révolution asytn- 
ptotiquest Tuo à deux nappes^ Tautrc à une nappe, et 1 on 
a pour l'équation de l^ur c6ne asymptote 

— -+- > I s; Om 

P, Q. 

et la force élasli({ue sej a langenlielle pour lous]es éléments 
tangents à ce c^ne. J^'iuclinaison a de ses génératrices sur 
la méridienne sera donnée par 



tanga 



C'est à cette force élastique tangeii lit ! Ir '[\ k pu sentëe par 
le rayon vecteur de l'ellipsoïde d'éiaslicîté déterminé par la 
droite 



et dont la valeur est 



je 



T=v^-P.Q., 

que paraissent dues les ruptures par glissenwnt, connues 
en géologie sous le nom 

Nous n'iniûtefûus pas davantage sur ees considérationa 
basé» iur Tliy pothèse d'une homogénéité eonsiaate et d*ttne 
^héricité parfaite. 

189. ÊqtdUbre d*éiasticiié d^une enveloppe homogène 
ànimée d*un mouvement uniforme de rotation autour 

de l'un de ^es diamètres (*). — Si Ton remarc^ue 



(*) M. Lamé • donné dtni le Jounud de Malhémati^ues pmres et cypH" 
fa^i(i854) las liité||r«lM dM équations d*«qoiUbf* d'élastidié des enve- 
loppes sphériqnes, quelles que soient les conditions relatives k la surface, 
et dans ee qui suit nous ne ferons qu'appliquer la belle méthode qui l'a 
09lidwUceMsu)|ai. 

27. 
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TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 
que ^ 



et que I on désigne, pour abréger, cosX pai^ les équa- 
tions (J) deviennent 



(«) 



^ ,dà I r/cZ p«« 

dr c d\ fA ' 

_ dd dZ on' . 

o ~ = * — sinXcosXr*. 

tik dr ^ 



en posant comme plus haut 



«''^W I dcV 



r* dr rc d\ 

(%) ^ et, de plus, 

drXS 
dl dr ' 

Or il est facile de trouver des intégrales particulières des 
équations (i), et, par suite, d*en ramener Tint^ation à 
celles de ces mêmes équations privées de leur second 
membre. En effet, on voit que ces équations peavoit 

être vérifiées par Z = o et par une valeur de A de la 
forme ar^cos'X, a étant une constante déterminée par la 
relation 

6a == — ^— 

On a alors 

^'"dr' 



— — 1 — = — 2 cos»>, 

r* dr rc d\ ^ 

équatioiiâ qui doiveul être évidemment satisfaites par deâ 
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DE MÉCAlMIQUfi CÉLESTE. 

expreMions de la forme 

W = br' -h/r'cos% V = h sinX cosXr», 

fy h éuui des consiantes liées par les relations 

6 fA 

d'où 

On a ainsi le système de valeurs particulières 



(3) 



A, := — g ^ 008»>, 

Si donc on pose 

U =U, +«, 

W=: W,4-tv, 

les équations (i) et (a) deviendront 



(4) 



4^^ IRAlTÉ ÉLÊMSKTAIRË 

Les formules (K) seront remplacééè put les suiVàaies : 

et pour 

r = r, et ^ = ri 

on aura les deux couditioiiâ 



(7) 



(8) 



--H — = — ^- sm>cosX, 

ar r n ar "Ji* 



Cela posé, occupons-nous de la rechertlic dè dépîace- 
menis m, ^, d\ Si l'on ajoute les équa lions (5), respec- 
livemeut diiiéreu liées par rapport à r A, on obtient, en 
supposant que la seconde ait été multipliée par c avant ta 
différëntiatioD) pais divisée par ù après cette opération» 



r/r 1 «A 

— , 1 : — == o 

df e d\ 



ou, eu posant sinÀ = a, 



. ,,dS 



(9) "IT- ' ^« 

En faisan I dans cette équation 



= 0. 
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DE MÉCANIQUE CELESTE. 4'''^ 

V étant uu nombre entier positif et Qv une certaine fonction 
de on aura, pour déterminer cette dernière. 



v(l»-+- l)Qv=:0, 



i«o) 



ou 



Ou sait (86) que cette équation linéaire est vérifiée par le 
polyu6me 

V ^C^-^') ^^-^ ■ — 0(v— 2) (v~-3) 

a(av — i) — i) (2v— 3) 

Pour trouver rintégrale complète de Téquation (lo), po- 
sons 

il vient 

(> + 2 [^(, _ a.) _ -.X,J ^ = O, 

dz 

ou, en represeaiaut ~ par £, 

rfr / i dm^ tt \ 

et, Av éiani une^constanle adbitraire, 

log* + log X,* -h log (i — «») = log A„, 

d'où^ en désignant par Ay nnc autre constante arbitraire, 
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et 

Le second terme de devenant infini (*) ponr a s=s i, il 
faut néceMaîrement que A. = o ; nous ne pouvons donc 
prendre que 

Qy S5 Ay Xv; 

tandis que si la sphère était limitée vers le pôle, par un 
c6ne de latitude par exemple, îl y aurait lieu de conserver 
le second termç. Ainsi l'équation aux différentielles par- 
tielles (9) est vérifiée par 

On reconnaît sans peine qu'elle est de même satisfaite par 
cette autre valeur 



I 



By+t ttant une seconde constante arbitraire-, nous pourrons 
donc prendre pour Tiotégrale générale de cette équation la 
série indéfinie 

y s âO 

(„) «= 2x.(A,r. + Ji'). 



v = 0 



Dans le cas d'une sphère pleine, il faudra supprimer le 

deuxième terme ^^^y qui deviendrait infini pour le centre 
du solide. 



{ * ) Car Mit x'r la plut grande valçkur d« X j , pour les taleara de ta variabla 
comprisaa entre o et t, on a 

qui n*ft pai de limite. 
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DE MÉCANIQUE CÉLESTE. ' 4^5 

Les équations (5), qui renlreni mainletiaul Tuue dans 
Taulre, puisque TeipressioD (ii) vérifie Téquation (9), qui 
résulte de leur combinaison, donnent, en posant )^=zcÇ^ 



(5') 



»=0 



v = 0 

De cette dernière formule on déduit, en représentant par 
(^(a) une fonction arbitraire de 



en portant cette valeur dans la première, pour obtenir <p (a) , 
on trowns 

dX, 



o ir« /Avr»+' Bv\r, ^v'^'X/ 

-♦-v(v-i-l)XvJ=0. 

ç(a) est donc une constante arbitraire que nous représente 
rons par nous pourrons alors écrire 



y= 00 



y=0 



11 nous reste maintenant à trouver u et w ^ remarquons 
pour cela que 

dfv dru I 



(i3) 



dr dr " e^* 

I //r'«' I . 
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4^6 TRAITÉ ÉLBMEfiTAlRB 

et 

(i3') ? 

<ir lia 
Pour intégrer ces équations» posons 

V el u' étant des intégrales particulières qui doivent en 
rendre identiques les deux membres, et et les inté- 
grales générales des mêmes équations sans second membre. 

D'après la première des équations {i3), on a 

dvf^ dru*' 

ce qui suppose que W et ri^' sont le» dérivées respectives 
d'une même fonction F par rapport à r et à X. Celte fonction 
sera déterminée par la seconde des équations (t3) ou par la 
suiipante : 

dr m d\ * 

qui est identique à Téquation (9) ; on a donc, pour son in* 
tégrale générale, Al et B,^, éunt des constantes arbitraires» 



» = 0 
par suite, 



\d¥ ' ^ , ; r/Xv / ' , , . n' M 



V rr o 
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DE mAcàmique célesse. 4^7 

Si nous ajoutons lea ëquâltoïkè (i3') respeeiiTement dif* 
férentiées par rapport k et et nous obtiendrons, en ayant 
^gard aux formules (5'), 

dx dr* da dr dr dr 



y 00 



V = o 

Posant 



ou aura, pour déterminer les coeiiicients S^^.!, Ty, supposés 
uniquement fonction de or. 



2;-- H-(v — 3)(v-t)Tv = X,.!fcB,^..(v-|^a). 

Si Ton compare respectivement ces deux équations aux 
deux suivantes : 

jjj h V (v -M)XvAv = 0, 

JJI hv(v-i-l) XyBy^, = 0, 

on raconnait sans peine qu'elles seront vérifiées far des 
expressions de la forme 

Sy^l ~ 7 Ay Xy , Ty =2 y' By^.^Xv , 
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. TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

7 et y' étant des constantes déterminées par 

(v-f-3)(v-h2)7 — v(v4-i) 7 = 2(1 — v), 

d'où 

r = 

Nous aurons donc 

(.5) ^ = f- A. I^jr-_1U. \ 

* ^ |_ 2v 4- 3 2v — I rvj 

Enfin, pour avoir 1/, nous aurons recours à la première 
des équations (i3') qui donne 

y = oo 
y O 

d'où 

et comme doit rester fini pour « = il faut que G s= o 
et l'on a tout simplement 

Par conséquent, les valeurs les plus générales de u el iv 
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seront 



^ av4- 3 

y = 0 



(■7) 



— (v-4-i)B»+i— , — By h 

^ ' 2v — I J 

y oc 

vy î''*» r»' .M A» (" + 4) 



y oc 

II: 

y 3=0 



11 nous reste maintenant à calcoler les constantes indé- 
terminées A„ B.^.,, BU. an moyen des équations de 

condition (8) qui, eu ayant égard aux valeurs préct-dentes, 
et représentant par Tune ou l'autre des limites de r, 
deviennent 

Xyl — 1) Ayr, — Ay jj^ijj^ r. 

V sO 

4- 2(v+ i)(v -4-2)By+,— 3 



1 



Ti v(2v — i)ri J 

_ — pn r, jjjj^ç^j^^^ 

.Pour simplifier l^ëcriture, nous représenterons, dans ce 



• Digiti^ca by Google 



qui suit, respeclivement par Hy et les coefficients 4^ Xn 
et Vi — -^^"^ des expressions ci-dessus. 

La délermi nation de s'eirectuera trôs-*fa(û]eaieD( au 
moyeu du théorème connu (8^ ) 



( o si v>v', 
I J f Xy aa Si 



V as V 



Nous aurons ainsi, en multipliant la première équation (i8) 
par Xy<la et int^rant entre les limites ~i et -f-i| 

(.9) H. = £— — 



Pour obtenir Kv, nous nous servirons de la propriété 
suivante des fonctions Xy» 



o si 

i v(v-l-i) / X;*sf« si v=»', 



qui n*est qu^un cas particulier d*un théorème plus générai 



(" ) CetU lonnule s'obtittBt «n faoltiplUiDt par r^quaUon 

' T 2.^y(yH-l)Xy=îO, 
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dû a M. Lame (^) ; on arrive de cette manière a 



f 

_ pg'r? • 1 J- 
— "7!! — r~T* 



a ( I — a* ir/a 



7P , 



XH-i 

OU, en îniëgrant par parties. 



K _ P»*rf 1 J-i 

1» (v H- i) / Xyaa 



Nous sommes ainsi conduit à calculer^ X,a^</a 
élanl un nombre entier que roii devia succcssivemeiii 

L*éqaaiion 

(»o) ^-j^ |-v(vH- i)X, = o. 

muiii|)Iiëe par a^da^ donne, en intégrant par parties, 

= — «P (i «2) ^|,Xy (l — a') a^-' 
(*} Journal de Maûtétmniques fmret et cppU^udef^ i654. 
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4^2 

d'où 

(21) 



TRAITÉ ÉLÉMEITTAIIIB 



Cette formule permet de voir que : 

i" Pour toute valeur de v différente de l'uuiié, on a 

Xyfle^ia = o; 

X^oi^da = o pour tputes les valeurs de v auU'es 



que V = o, V = 2. 
La même formule donne 



X-t- 1 



mais ou a 



Xy /^œ , di 

rentes de zéro» 



diffé' 



X"^' 2 2 1 
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U suit de ce qui précède que Hy, Ky seront nuls pour 
tomes les valeurs de v différentes de o et 2. Nous n^avons 

da que pour v = o, v = a. 

On voil fâcilemeut t^ue 



— I 



En portant les valeurs (a) et (b) dans les foiuiules (19) et 
(ao), ou ti^puve 



I Hi. — — 7 » 

(22) / 4"^ 

191, Cû/c«/ dfe^ coefficients A„ A;^, B,+i, B^^^. — On 
reconnaîtra sans difficulté que ces coefficients sont nuls 
lorsque y >> a ^ de sorte qu'il nous suffit de considérer suc- 
cessivement les cas où V £= o, v s=: v = a. 

Pour V =s o, on a 

le tei MU en Bt étant inûni dans la deuxième des équa- 
tions (1 S), il est nécessaire que 

B, = o. 



Ce qui indique que la relation entre K., A'„ A, est satisfaite d'elle- 
même. 

a8 
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Ou A ensuite 



j 3 II r\-rl 



Quant à la constante A'^, elle n existe ni tkas w ni dans u, 
puisque — — o. 
Pour V =: I , on a 

A, r, 4- 1 %B\ • ^ 7 B» 4 = o» 



par suite, 



kt^Of B^, = o, 8i = o. 



Â'i reste indéterminé, et cela devait être, car il est facile de 
6*as8urer({uece coefficient correspond àdesdéplacemenisdes 
points du corps compatibles avec rhypothèse de sa solidité. 
Pour V ss 2, on a les équations 



^ _ ^9P"^' 



(|ui, cil y supposant successivement / — o, / = i, donneront 
quatre rela lions eu ire les coeliicients A,, A^s 13',, B3, au 
moyen desquelles on les déterminera. Mais, avant d'aller 
plus loin, nous ferons remarquer que les autres coefficients 
étant nuls, w et u ont pour valeurs 

« =: ^ 5m> cosX (A', r — - A,r» -|- • — ~ B, • — ) • 
\ 7 * r* 6 r^J 
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Le calcul des coefficients A',, At) Bt fif,, ne présente auiîabis 
difficulté; mais, coinitie il lûdnduit « des expressions très- 
complexes, nous laisserons de coté le cas général pour ne 
considérer que celui d'utie enveloppe très-niiace, dont 
l'épaisseur soit négligeable devant le rajon intérieur ou 
extérieur. Si nous posons 

il vient, en supprimant les secondes puissances de e et lais- 
sant de c6té les coefficients indéterminés^ ^ 

«,= I.^._| + (.._-)(,A>^iv.-3B'.,4-|B.l) 

Les formules au moyen desquelles on Calculera les coeffi- 
cients A',, Atf etc., s'obtiendrottC en supposant i =s o^ dans 
les équatîtins ^B), et en jtiigiiaiit aux deux équations obte- 
nues leurs dérivées par rapport i Tq, on a ainsi 



0 

» 



. A . + - A. r; -H :4 B; + ^ B. -, = - ^ 

lA'.r.— -A,rî — SB*, - ^ jr B, ~ 7^ i, 

5 . , » 5> „ I I pn^rl 
A^rJ 4- 20B', -H- j 83-^ = 7' *\ 

- 28, 
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d'où 

Atr , — — — » 



Les formules (A) donnent 



et en faisant les substitations on trouve 

r -i- (92-199 a') -h i — (I— 3«0. 

Si Ton se reporte anx valeurs (3) et (4), on obtient 



(23) 



L ap|)i*oxii[iiation avec laquelle nous rivons calmlé les 
coefficients inconnus exige que nous prenions tout simple- 
ment 

( W = — (4 cos»> Ssîn'X), 

f U = ^sinXcosX. 

V 2 u 
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et la varialion de Tépaisseur a pour expression 

( 25 ) = COS' A. 

* ' e lo I* ' 

Les formules (a4) et (aS) conduisent aux théorèmes sui- 
vants : 

192. I** V aplatissement au pâle est égal à cinq fois le 

ijuarl du gonflement (le. V iujuuleiu\ et le point de la 
croûte pour lequel le rayon na pas varié correspond 

à iaDgX = y/|, 50i7 X = 4i° 48' 3;^'. 

V épaisseur est resiée constante au pâle, mais elle a 
subi une diminution qui va constamment en augmentant 

à mesure (jue I on s'approclte de V èqudteur. 

3° Le déplacement maximum dans le sens de la méit- 
dienne et la différence maximum des déplacements ana^ 
logues à V intérieur et à V extérieur de la croûte correspon- 
dent À X = 45 degrés^ ces déplacements sont négatifs» 

Il est maintenant aisé de voir que la courbe méridienne 
déformée est une ellipse: en effet, si l'on désigne par r* ei'X 

les nouvelles valeurs de r et ou a, eu posant ^ = ^> 

r' =s r^H- W = IU+ o (4 c^os^ — 5 oos'> ), 

ît's: X -t- 5 = X — 5 — sin> ces X; 
r r« 

OU, en négligeant la deuxième puissance de. la quantité a, 

qui est très-petite dans le cas de la Terre, 

r'= r, -4- « (4 COS* X' — 5sin')/). 

Soient x, y les coordonnées d'un point de la courbe mé- 

ridicuni; rapportée à l'axe des poK s et à sa perpendiculaire 
au centre de la sphère. Il est clair que l'on aura avee la 
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même appi oximaUoa 



el enfla 



éfjuaiioiï qui représente une e^ipsedoRt les deuxtlemi-axes, 
re:ipecùveafeeni égaux k 



Quelques géologues, qui n'admettaient pas la doctripcides 
soulèvements, avaient cherché à ezpliijuer les iaits qui ont 
accompagné )a formation de l'écorce terrestre en supposant 

que la Terre a éprouvé à différcnles époques, dans bon axe 
de rolatîon, des dérangements dus à des causes astrono- 
miques. De cette explical»«^ ^ui est peu Yraiseviblabie, il 
résulterait que i «pUti^seipeiit pèksk ehacevé aeindik^ 
ment est dft à Faction de la force centrifuge sur l'écorce 
terrestre arrivée à Tétat solide^ et que Ton a par conséquent 



n 299 lOp 
Or on sait que * 

40000000 5440 

"''—3600x34' ^'-i;:8a^ 

en substituant ces valeurs, on trouve que le coefficient 

5 

d'élasiicilé Ë = - ^, rapporté au lO'iltiiuèire carré, est égal 

à 44 f 33o } ce coefficient est eovii^a^pl à deux Coi&et deniie 
celui du fer, qui est de tous le» métaux connus celtû'qjai 
offre le plus de roideur. On ne pavait pas s être occupé jusr 
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qu ici de la recherche des coeûkitnU d élasticité des espèces 
minéralogîques et de leurs composés ; maïs il y a tout lieu 
de croire que les limites entre lesquelles varie le coefficient 
moyen d'élasticité des variétés prédominantes du granité» 
qui forme Télémeut principal de la croate terrestre, sont 
Irès-différentes du chiffre trouvé plus haut« 
On déduit facilement de ce qui précède 

5 ' 

Si X = 90 degrés, M,„~ P^; ce qui devait être. Quant aux 
pressions R^, P,, elles sont de Tordre et, par suite, négli- 
geables par rapport a P^, dans le genre d*approximation que 
nous avons adopté; nov» avons donc ces trois nouveaux 
théorèmes : 

I93« 1^ La dilatation cubique est positive ^ elle eU nulle 
au pôle et maximum à l'équatear» 

a® Les forces élastiques principales se réduisent à une 
seule, dirigée suivant la tangente au parallèle, et qui est 

constamment une traction. Les points de rup Laie par ai lâ- 
chement se trouvent à l'équateur. 

3** Les forces élastiques correspondant à un même point 
sont dirigées suivant la tangente au parallèle, et chacune 
d^elles s^ obtiendra (*) en projetant sur la normale au 
plan sur lequel elle s*exerce, puis reportant cette projec- 
tion sur la tangente ci-dessus. 

Ici il ne peut y avoir de rupture uniquement par glisse- 
ment. Les failles ne peuvent donc servir d'argument en fa- 
veur de l'hypothèse des changemcnis survenus dans Taxe 
de relation de la Terre dont nous avons parlé plus liani. 

( * ) Vo/CM la note d« la page /|0i. 
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L'augmentation du volume 4nrle de Tenveloppe aura 
pour expression 

. 5 ' lo fi 

en d'aulres termes, Faugmentadon de volume a eu lieu dans 
le rapport de i à "jg'^ — ^' 

Il serait maintenant facile de poser les formules relatives 
aux pressions et aux di })la( cments delà Terre lorsque Ton 
veut faire entrer simultanément en ligue de compte la gra- 
vité, la force centrifuge, les pressions intérieure et exté* 
rieure. Sans insister sur cette question^ que nous pouvons 
considérer comme résoltie, nous ferons remarquer seule- 
ment que le cône de glissement (*) devient ici elliptique, et 
que riîK liiiaisuii >ur rhorizondes directions du glissemeut 
varie avec la latitude du lieu. 

{*) Vojrts les Leçons tw PiU^eiUf de M. Lamé. 
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NOTE I. 

SUR LE DÉVELOPPEMENT in ( LRTaIM'S FONCTIONS IMPLICITES. 

(Formules do l^rangfl.) 



Soit 

l'équation qui détermine une fonction de étant une fonction 
quelconque, et e une constante supposée assez petite par rapport 
à des valeurs de x comprises entre certaines limites, pour que 
Ton puisse développer 2 en série convergente ordonnée suivant 

les puissances ascendantes de e. ^f-J 

En intliquant par l'indice o les valturs de z des dérivées pour 
cr^Of on a 



z 



» 

\dc ] t \ / 0 i . 2 \ de" 1 0 1 .i.o...» 



or on a» en dilTérentiant Téquation (1), 

dz ^, , s dz dz ^. rt / ' 

- = ,+./'(.)-, 

d'oa 

Cette dernière équation donne, en ayant égard aux précédenUs, ) 

,77.^--^») (rfj +/(*) ,7jr ^ ^ 

^ / / ' tilt *î 
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Soit f (z) une fonctioo quelconque de on a 
ou, en vertu des équations (j^ et (3), 

(4) . — 5r-=sL»w-{WsJ. 

en remarquant que 

n'est autre chose que la dérivée de tf(z)f[z) ^% par rapport à x. 

En difTérentiant l'équation (2) par rapport à e, on obtient, en 
vertu de l'équation (4j> ^ Y supposant '^(22= 

és 

î£f - fz-f- — 1 = 

et en difTérentiant cette dernière, et supposant r^[z) =f( dans la 
formule (4)} 



de 



on a donc, en général. 



^2 

Mais pour <? = o» on a z ^- = i j par suite, 
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ei enfin le développement de z sera 

(5).=,+ + — ^ ;^^5p=;/l.>-+.... 

Proposons-nous main tenant, de trouver le il* \ rloppement d'une 
fonction quelconque F (z) de z suivant les puissances ascendantes 
de f ; la formule de Mac-i>aurin donne 

F(.)=F(.).+ M.+(^)— ^ 



'0 



Mais en ayant é^ard à requationrj^) (gn a 



et, en général. 



,, , fh 
d ou, en remarquant cjue a = — = i pour e = o, 

Il vient donc pour le développement cherché 
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NOTE II. 

sut l'applicatioit du thAorèmb h'hakiltou et db jacobi, 

A I.A THiOBIE BBS PERTOBBATIONS. 



1« Nous allons exposer dans cette Note les résultats remarqua» 
bles auxquels Hamiltop et Jacobi sont arrivés dans leurs recherches 
sur PîntégratioD de bi dynamique et montrer avec quelle facilité ils 
conduisent aux expressions des variations des éléments elliptiques 
des planètes dues aux forces perturbatrices. 

2. Des équations de la dynamique dans un sjrstèmc de coordon- 
nées quelconques. [Formules de Lagrange^) — Considérons un 
système matériel libre dans l'espace, formé des masses j», m i, m^,,,,, 
et dont les coordonnées sont (x^ y, s), S|),. . .; appelons 

(X, T, Z), (X|» T|, Z|),. . les composantes parallèles aux trois 
axes des forces qui sollicitent respectivement ces points. 

Les équations du mouvement de tous ces points seront com- 
prises dans' la suivante 

2"' + £ = + Y»/ + Z»»)r 

OÙ la caractéristique 9 indique des déplacements virtuels et infini* 
ment petits. 

Dans ce qui suit, nous admettrons que Ton a» comme dans 
Tattraction universelle, 

^ d\] dV rfU 

dx dj dz aX| 

U étant une fonction exacte des coordonnées des points du système 
itult pendante du temps, ce qui donne 

Supposons maintenant que, aux coordonnées rectangles, on sub- 
stitue un même nombre v de variables indépendantes ««, «»f .«^ 
tt.^-, , liées à ces coordonnées par v é(iuations pouvant contenir 
implicitement le temps, et appelons, pour abréger, j/,/',. . 
w',,..., les dérivées de w, 'i», rapport au temps. 
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On a 

'^^^Si^"- 
*^»=2S*«'> 



f élant un nombre entier quelconque compris entre o et v i . 

A la suite de ces substitutions, l'équation (i) donne, en identi- 
fiant dans les deux membres les coefficients des variations 

rfU_'Y (d^dx d'y dx d'z dz\ 
'dû "Zé"'' \di^ dûi'^'dt* dûi'^'dr* dû,) 

f d ^ fdx dx dy dy dz dz \ 

(*) { ^7i2i'"*\^dûi'^didû,'^'dtdûi) 

/ yÎL 

^ I dx diti (Iy du, dz dui 
2d"'' \dt d( ~^ 'dl ~dt~ di ~dt 

Or, en employant des parenthèses pour distinguer les dérivées par- 
tielles des dérivées totales par rapport au temps, on a 

dx\ ^%r^ dx 



d'où 



mais 



\dtj ^dUidt {dtJ^^dUi 

j dz' dx 

\ dû~ dû 

' du dtdu dtdui ' 



du / d\r \ ^ d^,r dui 

dt \dtdu)'^2idëdûi^'^ 

la dernière des équations précédentes devient donc 

d *^ 

. ffa^ du 

du dt ^ 
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ce qui prouve que l'on peut intervertir Tordre de la diffémik- 
tien par rapport k u eti, comme Vil s'agissait de de«x variables 
indépendaRies* L'équation (a) donné par wAte^ eb ayant égard 
aux valeurs (a) et (S), 

OU, en représentant par 

la demi-force vive du systuuie. 

Cette équation et ses analogues pour les autres variables «,» 
sont comprises dans la lomule 

2(#-£)-»'". 

obtenue en faisant leur somme après les avoir multipliées res- 
pectivement par les variations des variables eofrespondanles. 

3. F orme donnée par UumiUon aux équations du moupement 
dans le cas où les relations entre les deux systèmes de variables 
sont indépendantes du temps. — Dans ce cas, T ne dépend que de 
«,«,,,.., tt', tt, , ... , et comme c'est de plus une fonction homo- 
gène du seoond degré en . . . , on a 

en posant, pour abréger, 

dT 
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Mais les dérivées /'t/'if..*» étant des fonctions linéaires de 
#1% I»', , . • . , on peut réciproquement exprimer ces dernières quan- 
tités par des fonctions linéaires de ces dérivées, et, par suite, T «n 
fonction de tt, «1, ; soit 

En désignant par one parenthèse les dérivées de T prises sous ce 

nonveau point de vue, on a 

\dpj ^ du'^ €lp Àrf^' dp 

Mais en dilTérentiant Téquation (6) par rapport à a et /», on 
trouve 



dit; 



d'où, en comparant ces équarionsanx précédentes, * 



et, par suite, Téquadon (4) se troQve remplacée parles deux sui- 
vantes : 



m — W"^Âr' di-\-ïï-p) 

,En faisant, pour abréger , 

et remarquant que tJ est indépendant de u\ a^, , . • . , par suite de 
/>,/»!, ou que = ^» équations (8) deviennent 

dt'^ du' dt~'dp' 
On voit facilement que ces iqiialions et iturs.analogueb établies 
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pour les autres variables UifU^,, » sont comprises daos la for- 
mule 

k, Th^bâiiz i>*HAMii.TOir £T 9x Jacubi. — Lorsque^ dans un pro- 
blème de Mécanique, le trapaii élémentaire des forces est la diffé" 
rentielle exacte d'une fonction des coordonnées, les intégrales da 
problème peuvent s'exprimer en égalant à des constantes les déri- 
vées partielles (Cnne même fonction^ prises par rapporta d'autres 
constantes, — Soit, en ayant égard à réi]ualion (5), 

(11) S= J ' {^du-'pdt^^ j\%T — ^)dt=^ j (T-f-U)<//; 

* 

l'équatioD (lol, mise sous la forme 

(12) $^pdu^$ÏLdtz=id^p$tt, 
donne par rinlegratiou 

u^jp" représentant les \aleurs initiales de « et tle p. 

En su])[)osaDt connnes les intégrales des équations du mouve- 
ment, les quantités ...,/?,/;,,... , p.ir snîle T, U, S, seront 
\ [>i I tiH't's en fonction dt- l et de 2 v coiiblauLtn ai hiti .ui qm nt^ 
seront en rcsiuné que les va!» nrs initiales tt% p'^i P%"» La 

formule (i3) sera itlt'nlj<|nciiK ut vérifiée si l'on y remplace S, u, 

Su, ^pf'f pi^i' 1^'ors valeurs en fonction de n'y 
Su*, âjr*f.,,y mais les relations qni lient u,,..., avec 
et celles qui résultent de leur différentiation par 9 permettent 
d'exprimer ^% /'t>-**» ^P*i ^ par suite S et /», Pw^ en 
fonction de «, tti>...» iu, ^«i». . n*, «t>***> ^''*> ''''N •••> 
suit que les restent arbitraires, comme Tétaient les Su*, et 
qu'enfin l'équation ( 1 3j se décompose en a* autres de la forme 

/ M «^s rfs 
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La fonction S, dans la snpposition actuelle, ne renfermant que les 
V arbitraires les équations du premier groupe ne sau- 

raient être des identités, et corameelles constituent /z relations entre 
les coordonnées et le temps ^t 2v constantes arbitraires «',...,/>•..., 
«Iles ne peuvent éire que les intégrales finies des équations du 
mouvement. Les équations do seixmd groupe, formant v relations 
entre les coordonnées» le temps et y arbitraires sont les 

intégrales premières des équations du mouvement. 

Cela posé, réquation ( 1 1 ) donne, en se rappelant que U est indé- 
pendant de 

dS { dS\ ^ dS , 
da'^du~^^' 

« 

et«réquation (6) devient par suite 
(*) ^J^T=U. 

Si dans Texpression (p) de Ton remplace j?, />!»... par leurs 
valeurs (7'), on trouve 

, dS ^/dS dS \ „ 

équation qui sera identiquement vérifiée lorsque Ton y rempla- 
cera S par sa valeur en fonction de T, «, m, , . . . , «J , . . . , 

car, d'après la forme des intégrales (7), on ne peut en éliminer 
les arbitraires//, . . . , de manière à arriver à une équation non 
identique entre f, «, w,, . . . , u\ «%.... Donc l'équation (i4) 
est une « quation aux ditlcrentielles partielles à laquelle doit satis> 
faire la fonction S. 

D'après le principe des forces vives OQ a T — U = Tt — U«, 
T, et Uo étant les valeurs de Tet U correspondant à l'instant ini- 
tial; d*où, 

dS 



ou 



> 



/ ^/dS dS . \ 



29 
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seconds équatUm aux dilfémitieUes partielle à laquelle doit 
satisfuirc la fonctÎQn U ; mais il est inutile d'y avoir égard, et 
Téqualion (i4; suffit pour déterminer la fonction S, de manière 
à en tirer par la différentiation Ifô intégrales premières et finales 
des équations du mouvement. 

Âu lieu de considérer S cuwme une fonction de 2v -{- >■ varia- 
bles, t,UfU devant satisfaire aux équations (i4) 

et (i5), on peut la regarder comme une fonction de « + 1 quan- 
tités «, if , 9 . . . I par rapport amquelles elle est diflfërentiée 
dans Véquation (]4)* Une solution complète de cette équation 
qui renferme y + 1 variables indépendantes devra renfermer y + 1 
constantes arbitraires, dont Tune sera nécessairement jointe 
à S par addition, puisque la même équation est aussi satisfaite 
par toute valeur de la forme S-f- constante. Faisons abstrac- 
tion de celte dernière constante, et désignons les v autres par a, 
soit 

4 

unesohitioii complète de l'équation (i4}» nous allons démontrer 
qu*en désignant par a', a, , . . . , v autres conslanles arbitraires, 
les équations " 



:7r = «» :7r = «.» 



seront les intégrales finies des ( (jiiations du mouvement. En effet, 
en différeotiant les équations (i4) et (i6) respectivement, par 
rapport à a, «i, ... et r, on a 

\du} 



c'est-à-dire deux systèmes d^équatioos linéaires identiques, dont 

dY 

les inconnues seraient d'une part • •« et de l'autre i/.,., 



du ) 
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ce qui nige q«M 



« = — 



[du) 



méê k seooDik des cqoalieiis (7 ) donne 

«=r— , 

d'où deux nouveaux systèmes d'équations identiques dont les 
inconnues ont {>ar suite les mêmes valeurs, et l'on retombe eoân 
sur l'équation (•/'). 

Les équatioTis (7') et (i4)> respectivement differentiées par 
rapport à r et », donnent 

dûdi'^2édudûi"* " dt^ 
dudt ^fdS \ dudui du^ du^ 



d'où 



dt du du"^ dtt^ 



et c*est la seconde des équations (9). 1>onc les valeurs des incon» 

tiues déterminées par les équations (16) satisfont aux équations 
difiérentielles du mouvement, ce qu'il fallait établir. 

En supposant la ionciioti S définie par la formule (i4)» on a, en 
vertu des équations (6) et [y')t 

iR^(di)^X'd-u=(di) -^2^* ~ 

doè 

S= / (aT— H)<//= f (t-HtJ)rff, 
Jo «/o 

ce qui 9*acoorde avec la définition de S donnée au n"* 4. 
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Les équations (i6) et (7') sont comprises dans la suivante, ' 
(17) ^S = ^(^^i*-ha'da), 

qui représente ainsi a la iois les intégrales premières et finales. 

5* De ia fonction earaeiéristique, — L'équation (11) donne, 
en remarquant que U est une constante d'après le principe des 
forces vives, 

S = 2 j*Jdt^ Ht, 
mais on a aussi, en vertu de Tequation [ê) du n"* 

par suite. 



"fi 



est une /onction des coordonnées et des arbitraires, qui ne ren- 
ferme pas le temps explicitement. On pourra, dans la recherche de 
l^/onetion principale V — Hf, substituer la fonction carac- 
téristique y qui renferme une variable de moins. 

fis dV , f s t 

De qeque— 1 équation (14) donne pour lequation 

aux différentielles partielles de V 

fdV dV \ 

dont l'iniegiale contiendra, en delitiis de H qui joue ici le rôle de 
constante déterminée, v — 1 constantes arbitraires, plus celle qui 
s'ajoutera à V. Connaissant cette fonction, on trouvera 

S ^ V — H/, 

expression dans laquelle U jouera le rôle d'une arbitraire, par 
suite de Tintroduction de la nouvelle variable 

Le temps nVntrera pas explicitement dans les intégrales des 

équations (q) mises sous la forme 

, , , , dH dH dR dR , 

dp :dfi..,:du:dut..,=z -r- : — — « • • : -T-: -r- • • • » 

au fffg, ap dpx 
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el il ne sera introduit qu'accompagné d*une seule arbitraire /à la 
fin du calcul, par les quadratures 

m 

r^H rrfH rrfH 

^ ^ ^ rdvi 

mais 

et, comme H est Tune des constantes arbitraires de la solution 
complète de réquaiion (i4], on obtiiendra (5) une des intégrales 
en- égalant cette dérivée à rnie constante. Cette intégrale devant 
coïncider avec Viine de cellch qui sont comprises dans ia for- 
mule (f), doit, par suite, être de ia forme 

(19) ou ^-r-H/. 

■ 

6, Méthode d'intégration de Jacobi» — En général, la détermi- 
nation de S on de V suppose résolu le problème du mouvement; 
car la théorie connne des équations aux différentielles partielles, 

appli(juée à l'équation (i4) ou (i8), conduit à des équations diffé- 
rentielles siniultarK'es qu'il faut d'abord intép^rer, mais qui ne sont 
autre cliose que les équations du mouvenuMit. Cependant les 
propriétés des fonctions S et V permettent dans un certain nombre 
de cas, connaissant un certain nombre d'intégrales, de trouver 
les autres à l'aide d'une méthode générale due à Jacobi, et 
que nous allons appliquer seulement au cas de deux varia* 
bles « et tt|, le seul qui se présente dans la théorie du système du 
monde. 

On a (3], pour les équations du mouvement, 

\ iÂ- dt "dp,'* 

\ dt " du ' de ' 
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•n se nippdaot qiM 

Supposons que, en ouire de Tintégrale, 

fournie par lè principe des forces vives, on en connaisse une autre 
de la forme 

K étant une foncuun de u,, jj, qui ne renferme pas /; on a 

— du-^ -rr- dut — dp + — i^^ — Of 
du, dui dp dp, 

OU, en vertu des équations (a), 

dHdK^dHdK dH dK dH ^^.^^ 
^ ^ ^ * ~ fl^ ^ ~" di» ^ dpi dav d»y dpt 

Mais si l'on suppose p et /y, e\})rimcs en fonction de u et a, au 
moyen des deux intégrales ci-dessus, on a aussi 

«/H dH dp dW dp, 



o — ^ - , , 

du dp du dpt du 

dJL dIL dp . dK dp, 

o = _-|- — ^-H^— ^» 

an ait dpt du 

_ rfH €indp dB dp, 

dUt dp du, dpi dUi 

dJL f/H dp dK dpi^ 

dUi dp dux dpx dux 



o =s 



d'où, en éliminant ^ entre les deux premières de ces équations, 
' du 



dp 
d 

tats. 



et -tl entre les deux autres, puis &isant la différence des résul- 

dui 



O 



— V"» dp, dpx dp j \ du duxj 



m 
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H enfin, en ayant égard à la relation (^}, 

du d», 

Il suit de là que pdu 4- pidu^ est une di^férentielie exacte, et que 
Ton peut obtenir Tintégrale 

(c) S 

(]ui, substituée dans Téquation ( i8)en ayaot égard à la valeur (p) 
de l'y la IraDsforme en une identité ; et comme elle reoferme deux 
constantes arbitraires, l'une l'autre introduite par llntégra- 
tion, V est la fonction caractéristique. Donc, d*après les n*** 5 et 6, 
un aura, pour les deux intégrales qu'il restait à trouver, 

^ , dS dV d\ 
Connaissant la fonction V, on en déduira immédiatement 

7. application au moupement desplafiètes autour du Soleil, — 
Proposons-nous de déterminer le mouvement relatif d'une planète 
m autour du Soleil, l'altrartion mutuelle variant pi oportionnelle- 
inent aux masses et en raison inverse du carre de la distance. 
Continuons, comme au chapitre P*^, à appeler M la masse du Soleil, 
et à poser fi = (M + ; 1» force apparente qui sollicite m étant 



et 



) on a 



2 r 



(*) C'est ce quo l'on peut vérifier en rcmarquam qii» l'équation (cj donne 

. /dp ,n\ dp, ,î\\\ ,!\\ 



'V . dp^ , (dp d\\ dp, d\\\^ r/ll 

.7ÏÏ â ( ^ k dp, r = d^''- • 
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Remplaçons les coordooDées rectiligoes imu* les coordonnées po- 
laires, et appelons à cet effet X Tangle formé par r avec sa projec- 
tion sur le plan xjr, L l'angle compris soos cette projection et 
Taxe des x : on a 

x = roo6L, j^=: roosXsioL, ssrsinX, 

et en affectant d'un accent les nouvelles variables/*, X, L pour dé- 
signer leurs dérivées par rapport au temps, 

T 5= - r» (L"cos'X -h X")], 

et enfin, en introduisant les dérivées, 

— =z mr^cos'/.L — 
dT 



on trouve 



H 



2/« y cos*À r / • r 



Les équations du mouvement, d'après les forinules (9) du n*^ 3, 

prennent par suite la forme suivante, en supposant q^ue u„ u, 
représentent r, L, a : 

Ur /-'cos^ArfL r'/ZÀ 
dt = //I — = m = m — - 

P Pi /»» 

(//^ t/pi r'd/jj 

— — — 21» 



P' 



/ an \ o 



dk 



on tire de là : dp^ =s o, d'où ///'/, 7 étant une constante; 

dl idp, 

2» = "77 y d oi 

p^ jtfsec'A 
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I 

c etaot une seconde constante; • > = — » u ou, en po' 

sant - cosf et désignant par a une troisième constante, 

(0) tangX = tangf sin (L — at),* 

ce qui exprime que la trajectoire est comprise dans un plan in* 
cliné de Tangle f sur le plan a-y, qu'il coupe suivant une dtt>îte 

faisant l'angle a avec Taxe des x. • 

Les trois intégrales ci-dessus ne sont autre chose que celles qui, 
sont fournies par le principe des aires. 

. La variable L, n'enti ant que par sa différentielle dans les équa- 
tions du mouvement, se trouvera toujours ajoutée à la constante 
— a, de sorte que Ton aura 

dL " rfflt ' 

mais (n<" 4 et 6) 

âL=dU = ^'' = 

donc 

Prenons maintenant pour plan fixe le plan m^me de la courbe, 
pour réduire à deux le nombre des coordonnées et rentrer dans 

le cas du n° 7, et soit v la longitude de la planète comptée à partir 
du nœud, on aura 

(r.) COSf's:^ COSXcOsfL — «). 

Si Ton remplace» dans Texpression ci-dessus de H, L par 

X par G, et que Ton pose 

on trouve 



2W \' /"'/ r 
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et les équations du nMHiTeaeat deviennent par suite 

dr dv du dq 
dtz=i »i = iwr' — = — = — » 



r r 



dr 

r 

d'où Ton tire d'abord i 'équation des aires, X étant une cod> 
stantCy 

(X) q==.mk. 

En diflérentiant TéqnitioD (x) par rapport à le résulmt pent se 

mettre sous la forme 

sinp*47 s sinX/^3 00s(L — a)-h-^» 

Pour L — «£=90% on a «^sgo^; et, d*après la formule 
X = 7 ; \ï9T suite, - 

o = - = — . d ou * = — ^ • 

COSf COSf COSf 

■ En remplaçant, dans l'expression ci-dessus de H» 7 par sa va* 
leur, l'équation des forces vives 

H ss tnh , 

dans laquelle h est une constante, donne 

(fi) pirzmp, 
en posant 

pa= -X ^ 2A • 

En appliquant aux intégrales (X) et ( p) le théorème du n" 7, 
on a pour déterminer la fonction caractéristique 

V = ^(/?/frH- y </(•) = w ^J* pdr-^A-p^y 
et par suite 

(ai) H=^nt f,dr-i- — ht^ - 

)a valeur de v étant censée donnée par Téquation (x), S trouve 
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NOTES. 4^9 

ainsi exj^rimé au moyen des coordonnées r, X et des trois 
consttintes «, h, k. On a donc (6) pour les deux intégrales cher- 
chées, en appelant et / deux nouTelIes constantes arbitraires, 

S ='"(^ /<""■- ')=""• 

8i nous choisissons pour origine des intégrales qui entrent dalis 
ces formules celle des deux radines de Téquation 

dr 

;? = i»ip = — =0, cm p = o, 
qui coirespond à un minimum de r ou au périhélie, 

se réduisent respectivement à 

dr df 

par suite de ce que les ternies — p„ , — . ^ résultant de la 
variation de la limite inférieure sont nuls. 

^ dr étant un angle qui â évanouit «m péri- 

hclie, f, n esL autre chose <jue la longitude du périhélie, comptée 
à partir du noeud ascendant, et Ton voit de même que — / est 
l'époque du passage au périhélie. 

£n résumé, S étant déterminé par i'équation (sti), les intégrales 
des éqnations du mouvement seront 

Les considérations précédentes soni nidepondantes de b loi de 
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l'attraction; nous ailoDs maintenant développer le calcul dao» 
l'hypothèse admise relative à la gravitation. Posaat 

r=a (i—êcos«), y/^=z«, 

il vteot 

I r— , • X , / a(i — <?») — A , ^ J 

d'ott ' ' 

1 dS a ( \ — c'^ \ — r 
77 = — i»»^ COS — i ■ 1- f = 

m dk er 

T=l/ — (» — e8in«) — / = 

m an \ ^ ^ ' 

t dS ^ d%> ^cosXsin(L tt) 

a(i — , , . . 

r= : — :î /= « {« — sin«), 

cosX»q(L — a) 
sinf= î 9 

COSf 

et ce sont bieo les formules du moavemeDt elliptique que nous 
avoDs trouvées au chapitre 1'*^* 

8. Méthode de la variation des constantes arbiinurcs. — Sup- 
posons c)ue H se composant de deux [uirties, ou que H = -t- Hs, 
on connaisse les intégrales des équations 

du ^ dB, dfj^ _ r/H, 
^''^ li^l^' dt" W 



ou 



qui seraient celles du mouvement si il» était nul, et soit 



Tune de ces intégrales. 

Pro|>oson&-Dous de représenter les intégrales relatives à la va • 
leur totale de H par des éc|uations de la forme (6), dans lesquelles 



Digitized by Google 



NOTES. 4^1 

a, a,, . . .,a\ a, , . . ne représenteront plus des conMaotes, mais 
des fooctioiis dn temps qu'il faudra déierminer. 

Les variations que du et dp éprouveront par suite de la consi- 
dération du termç H«, représentées par le symbole tf, auront 
pont valeurs 

et ces formules et leurs analogues seront toutes comprises dans la 
suivante 

{d) ^{d'uip'--d'pSM) = didH^. 

D'autre part, les différentielles (c) résulteront des accroisse- 
ments lia, . . . fi/a'* • • • donnes à a, . . . , a' , • . . dsins les équa- 
tions {b)^ sans faire varier le temps, oo encore s^obtiendront 
par une opération, identique à celle par laquelle on obtient les 
iu^ Sp, . . • en remplaçant 9 par d devant les constantes. La for- 
roule (i 7 ) donne par suite 

«/'S = 2 {pdu H- a'da), 

Différentiant respectivement ces deux formules par i et d\ et re- 
marquant que 9d'S^d*êS^ 9d'us=^d'9u^ elles donnent par 
différence 

ou, en vertu de l'équation (d), 

2 (dd'Sx — dAêaf) = dtdU^^ 
équation qui se décompose en 2v autres de la forme 

îî? — — I^ïïî _ dE, 

^ ' ek dut ^ dt rfat ' 

Ainsi la fonction principale S dans rhjpothèse Hs == o jouit de 
cette propriété que» étant mise sous la forme 

da 
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nom* 

1» arbitraires se trouvent partagées en deux séries qui se corres- 
pondent deux à deozdt maDière à satisfaire aux équations (^S). 

Si y au lieu 4e Cif . . , o^, on introduit d'auu-es arbitraires 
Pt» ^ « • • 9 oellei*-cî De povnoat éHe qœ dea fÎMclioi» des pre» 
niièrai et leurs dîfféraitielles seront de la forme 

■ 

ou y en vertu des équations (23)» 



mais on a 



doi ~^Zàtd^ doti' dUi ^2à d^k dUi ' 

si donc on pose 

on a 

formule due è Lagrange et dont Véquation ( a ) du 97» chap. II, 
n'est qu'un cas particulier. 

9. Application aux periurbations planétaires. — La théorie 
précédente s^applique immédiatement aux perturbations plané- 
taires. En considérant comme la portion de H qui provient des 
forces perturbatrices et en appelant R la fonction perturbatrice, 
on a 

U) = — /3iR* 

D'autre part, en comparant les équations (22) du n° 7 au 
type = a' y on voit que si Ton prend pour les constantes « les 
quantités A» A, a, lésa' correspondants seront i»/, m»i^ — «7; 
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JVOTSS. 4^3 
lt*s niéiiies équations donnei-nol par wrte 



" • dR eiy tfK 



Od a d'ailleurs y comme dans le texte (33) , ' 

wssi', 4-a, e = -h «»i -h a. 

Si maintenant nous désignons par p, <y deux queh onques des 
six constantes a, £, «», oc, ^ que nous substituerons aux variables 
des équations (a6)i nous aurons, en vertu de Tcquation (24)» 

iU iih <lv, (Ik d'i r/a' ' 

dpAiq dp dtf dp dq 
dh M dk r/f, dot c/y ' 

avec les relations ci-dessus et la suivante : 
Nous poserons, pour abréger. 



en nous rappelant que i>u = — — . On obtient ainsi 

^ dit a 



du 




dn 






da 




da 




da 






dh ^ 


u 

è 


Tfi 


^/^ 


= 0, 




= 0, 


d%~ 


0, 


r/y 


= 0, 




dt 


3 a ni 


d- 


di 




dt 




dt 




</f 






TÏÏi ^ 


< 

7. 


dt-^-"^ 


M 


= 0, 




= il 


d^" 


«t 


dt 


= 0, 




de 


lie 


de 


de 


fifif 


de 




de 




de 






dh ~ 


dl 


dh 




dv^ 


= 0, 


dtK" 




dt 


= 0, 




ti^ 




dt» 


d(,i 




d(fi 




dvk ^ 




dùi 






dh ~ 


0, 




dk 


= 0, 


^ÂT 


= I, 


da. "~ 




=:o, 




da 




dtK, 


da 




d(t 




da_ 




da, 






dh~^ 


<»» 




dT 


= 0, 


dP^ 


= 0, 


doL. 


I, 


iTy 






do 
dh'' 


0, 


dtf 


dk 


/m coi 9 


d^ 

Ih, 


= 0. 


df 
d^~ 


0, 


f/y 


/ri? 


lie 
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464 HOTES. 
Remplaçant daos rexpreasîon '(a7)^ SBccesavemcnt |>ar tf, i, 
a, on trouve 



(<T,7)=r— — — 



2 a r/<7 



i/o 3 ani r/q 



7) = 



af^dq anf dq 

dq dq 
dk~^d^' 

dq 



Remplaçant enfin dans ces dernières formole» q sncce&sivement 
par e, ^, ex, a, ^, et portant les valeurs obtenues dans la for- 

iniile ( .».5), dans laquelle on supposera que H, = — R, et que les 
variables représentent les quantités a, e, e, w, a, o, on ol>- 

tiendr.i les variations du mouvement elliptique sous ia même 
forme que dans le texte. 




FIN. 
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